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Résumé
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mortalité passée, la tendance d’évolution de la mortalité ainsi que les intervalles de confiance sur
les décès, espérances de vie et autres quantités relatives à la durée de vie ajustée. Les critères de
validation sont illustrés à partir des ajustements de la mortalité d’un portefeuille réel obtenus
dans la note II1291-12 v1.5. Le choix entre les modèles est partiellement une question de jugement
et dépend de l’objectif pour laquelle la table de mortalité prospective est construite. Il appartient
aux utilisateurs potentiels de la table de décider des poids à affecter aux différents critères de
validation. Néanmoins, le large éventail de critères proposés permet d’apprécier la pertinence des
approches.
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1 Introduction

Cette note de travail présente les critères à la fois quantitatifs et qualitatifs envisagés pour évaluer
la pertinence des approches concernant la construction de la table de mortalité prospective propre à un
organisme.

Nous avons identifié et illustré, dans la note de travail II1291-12 v1.5, quatre approches de position-
nement permettant à un organisme donné d’ajuster la référence de mortalité pour se rapprocher d’une
vision best estimate de ses engagements.
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Les divergences entre ces méthodes sont appréhendées sur trois niveaux :

i. L’ajustement de la mortalité passée : Résidus, tests et quantités résumant les écarts entre l’ajus-
tement et les observations sont utilisés pour comparer les forces et faiblesses de chaque approche.

ii. Les tendances d’évolution de la mortalité : Il s’agit de confronter les espérances de vie génération-
nelles partielles et périodiques résiduelles calculées avec les différents modèles et raisonner en terme
de plausibilité des tendances d’évolution et de cohérence avec les tendances historiques. En addi-
tion, si nous disposons de la mortalité masculine et féminine, nous pouvons comparer les tendances
d’amélioration et juger de la plausibilité de l’évolution commune de la mortalité de deux sexes.

iii. Cette notion est transversale aux deux points précédents. Elle concerne le degré de précision de
l’ajustement. Elle est appréhendée par les intervalles de confiances sur les décès, espérances de vie
et autres quantités relatives à la durée de vie ajustée.

Le choix entre les modèles est partiellement une question de jugement et dépend de l’objectif pour
laquelle la table de mortalité prospective est construite. Il appartiendra aux utilisateurs potentiels de la
table de décider des poids à affecter aux différents critères de validation. Néanmoins, le large éventail de
critères proposés permettra d’apprécier la pertinence des quatre approches. Nous illustrons les méthodes
de validation en Annexes. Les données sont issues d’un portefeuille réel présenté en Annexe ??.

Cette note de travail est organisée de la manière suivante. La section 2 rappelle de façon précise
les notations et hypothèses employées par la suite. La section 3 présente les résidus, tests et quantités
permettant d’évaluer l’ajustement de la mortalité passée. La plausibilité et cohérence des tendances
d’évolution de la mortalité sont traitées dans la section 4. Les intervalles de confiances et dispersion
relative sur les quantités liés à la durée de vie ajustée sont couverts dans la section 5. Enfin, la section 7
présente les conclusions de cette note méthodologique sur les critères de validation.

2 Notations et hypothèses

2.1 Notations

On note Lx,t le nombre d’individus âgés x vivant au 1er janvier de l’année calendaire t. Dx,t est le
nombre de décès enregistré à l’âge x durant l’année calendaire t d’une exposition au risque ERx,t. La
probabilité qu’un individu âgé x décède durant l’année calendaire t est notée qx(t) et px(t) = 1−qx(t) est
la probabilité correspondante de survie. Enfin, ϕx(t) dénote la force de mortalité à l’âge x dans l’année
calendaire t.

2.2 Hypothèse des forces de mortalité constantes par morceaux

Nous supposons, toujours ici, que les forces de mortalité sont constantes par morceaux entre les âges
et années entiers, i.e.

ϕx+ξ(t+ ζ) = ϕx(t) pour 0 ≤ ξ < 1 et 0 ≤ ζ < 1 et x, t entiers.

Sous cette hypothèse, la relation entre les probabilités conditionnelles de décès et les forces de mortalité
s’écrit :

qx(t) = 1− exp
(
−ϕx(t)

)
et ϕx(t) = − ln

(
1− qx(t)

)
.
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3 Validation des ajustements de la mortalité passée

3.1 Ajustement au niveau local

Au niveau local, la validation fait intervenir des analyses graphiques. Il s’agit de représenter graphi-
quement les ajustements contre la mortalité observée pour un âge atteint ou une année calendaire fixe.

En parallèle, il convient d’étudier les graphiques des résidus. On détermine :

Résidus de la réponse. rx,t = qx(t)− q̂x(t);

Résidus de Pearson. rx,t =
(
Dx,t − Lx,t q̂x(t)

)
/
√

Var
[
Lx,t q̂x(t)

]
;

Résidus de la déviance. rx,t = signe
(
Dx,t − Lx,t q̂x(t)

)
×
√

Déviance x,t.

Les graphiques des résidus fournissent un diagnostic qui complète le graphique des ajustements. Le but
est de déterminer si de grands résidus correspondent à des caractéristiques qui ont été mal modélisées
localement.

Nous surimposons une courbe loess, cf. note II1291-11 v1.4, sur les résidus de la réponse et de Pearson
afin de visualiser l’écart entre les observations et nos ajustements. En réduisant le bruit, notre attention est
plus rapidement portée sur des caractéristiques qui ont été manquées ou ajustées de façon inappropriée.
Ici la procédure n’est pas de juger si la courbe surimposée sur les résidus de la réponse est plate. Une
droite veut simplement dire qu’aucun manque d’ajustement systématique et reproductible n’a été détecté.

Aucune tendance forte devrait apparaître dans les résidus de la réponse et de Pearson. De plus, si les
résidus de Pearson sont dans l’intervalle

[
−2; 2

]
, cela indique que l’approche modélise correctement la

variabilité des données. Enfin, si les résidus de la déviance exhibent plusieurs résidus successifs ayant un
même signe, ceci implique que les données sont sur-lissées localement.

3.2 Ajustement au niveau global

Au niveau global, la pertinence de l’ajustement est appréhendée sur deux niveaux :

LA QUALITÉ DU LISSAGE. Il s’agit de déterminer si les données ont été sur-lissées ou sous-lissées. On
utilise le nombre de signes positifs et négatifs des résidus de la réponse, la valeur du test des
signes correspondant, le nombre de runs et la valeur du test des runs correspondant, proposés
par Forfar et al. (1988, p.56-58) et Debón et al. (2006, p.231).

L’ÉCART ENTRE L’AJUSTEMENT ET LES OBSERVATIONS. On utilise le nombre de résidus standardisés
supérieurs à 2 et 3, et des critères mesurant la distance entre l’ajustement et les observations.
On dispose du critère du χ2 utilisé par Forfar et al. (1988, p.56-58) ainsi que le mean average
percentage error (MAPE) et R2 utilisés dans Felipe et al. (2002). En addition, il nous semble utile
de comparer les valeurs du standardized mortality ratio (SMR) et de la valeur du test du SMR
proposé par Liddell (1984), de la déviance et de la valeur du test du rapport de vraisemblance
ainsi que la valeur du test de Wilcoxon ou test des rangs appliqué au cas d’échantillons appariés.

Ainsi, l’ajustement est évalué selon la qualité du lissage et l’écart global avec la mortalité passée. Un bon
ajustement, marqué par une répartition homogène des signes positifs et négatifs des résidus de la réponse
et un grand nombre de runs ne doit pas résulter d’un écart trop important avec la mortalité passée, ou
réciproquement. En conséquence, on cherchera toujours à équilibrer ces deux aspects complémentaires.
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Les tests et quantités résumant la qualité de l’ajustement sont présentés ci dessous :

Test des signes. Il s’agit d’un test non-paramétrique qui examine la fréquence des changements de
signes de la différence entre les forces de mortalité observées et ajustées. Sous l’hypothèse nulle H0,
la médiane entre les signes positifs et négatifs de cette différence est nulle. Soit le nombre n+ de
signes positifs et n− de négatifs, avec n = n+ + n−, la statistique du test des signes, ξSIG, s’écrit :

ξSIG =
|n+ − n−| − 1

√
n

.

Si H0 est vraie, cette statistique suit une loi Normale de centrée réduite,

ξSIG ∼ N(0, 1).

Ainsi, l’hypothèse nulle H0 sera rejetée si

|ξSIG| > N1−α/2(0, 1),

ou N1−α/2(0, 1) est le (1 − α/2) quantile de la distribution Normale centrée réduite. La p-valeur
est la plus petite valeur du risque de première espèce (α) pour laquelle on rejette le test. Nous
privilégierons donc le modèle ayant la p-valeur la plus proche de 1 :

p-valeur = P
[
N1−α/2(0, 1) > |ξSIG|

]
= 2×

(
1− FN(0,1)(|ξSIG|)

)
.

Test des runs. Il s’agit d’un test non-paramétrique qui détermine si les éléments d’une séquence
sont mutuellement indépendants. Un run est le segment d’une séquence, formé par des éléments
adjacents égaux. Par exemple, la séquence suivante, composée de 20 éléments,

{++−−−−++++−−++++−−−++ },

est composée de 7 runs dont 4 sont composés de + et 3 de −. Sous l’hypothèse nulle H0, le nombre
de runs d’une séquence de n éléments est une variable aléatoire dont la distribution conditionnelle
sachant le nombre n+ de signes positifs et n− de négatifs, avec n = n++n− est approximativement
Normal, avec :

µ =
2n+ n−

n+ + n−
+ 1 et σ2 =

2n+ n−
(
2n+ n− − (n+ + n−)

)
(n+ + n−)2(n+ + n− − 1)

.

La statistique du test des runs, ξRUN, s’écrit :

ξRUN =
Nombre de runs− µ

σ
.

Si H0 est vraie, cette statistique suit une loi Normale de centrée réduite,

ξRUN ∼ N(0, 1).

Ainsi, l’hypothèse nulle H0 sera rejetée si

|ξRUN| > N1−α/2(0, 1),

ou N1−α/2(0, 1) est le (1− α/2) quantile de la distribution Normale centrée réduite.
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La p-valeur est alors donnée par :

p-valeur = P
[
N1−α/2(0, 1) > |ξRUN|

]
= 2×

(
1− FN(0,1)(|ξRUN|)

)
.

Nous chercherons à avoir la p-valeur la plus proche de 1. Ce test est aussi appelé test de Wald-
Wolfowitz.

χ2. Cet indicateur permet de mesurer la qualité de l’ajustement du modèle. La valeur du χ2 est

χ2 =
∑
(x,t)

(
Dx,t − Lx,t q̂x(t)

)2
Lx,t q̂x(t)

(
1− q̂x(t)

)
On privilégiera le modèle ayant la valeur du χ2 la plus faible.

MAPE. Il s’agit d’une mesure de l’exactitude de l’ajustement par rapport aux observations. Cet
indicateur correspond à la moyenne des écarts en valeur absolue par rapport aux valeurs observées,

MAPE =

∑
(x,t)

∣∣(Dx,t/Lx,t − q̂x(t)
)
/
(
Dx,t/Lx,t

)∣∣∑
(x,t)Dx,t

× 100.

C’est donc un pourcentage et par conséquent un indicateur pratique de comparaison. Néanmoins,
en présence d’observations nulles il y aura une division par zéro et ces observations doivent être
retirées.

R2. D’une valeur comprise entre 0 et 1, le coefficient de détermination mesure l’adéquation entre le
modèle et les données observées. Le R2 se définit comme la part de variance expliquée par rapport
à la variance totale,

R2 = 1−

 ∑
(x,t)

(
Dx,t/Lx,t − q̂x(t)

)2∑
(x,t)

(
Dx,t/Lx,t −

(∑
(x,t)(Dx,t/Lx,t)/n

))2
 ,

où n est le nombre d’observations.

La déviance. Il s’agit d’une mesure de qualité de l’ajustement. Sous l’hypothèse des décès suivant
une loi binomiale Dx,t ∼ Binomial

(
Lx,t qx(t)

)
, la déviance s’écrit

Si Lx,t > 1 et 0 < Dx,t < Lx,t, Déviance x,t =

2

(
Dx,t ln

(
Dx,t

Lx,t q̂x(t)

)
+
(
Lx,t −Dx,t

)
ln

(
Lx,t −Dx,t

Lx,t − Lx,t q̂x(t)

))
.

Si Lx,t > 1 et Dx,t = 0, Déviance x,t = 2Lx,t ln

(
Lx,t

Lx,t − Lx,t q̂x(t)

)
.

Si Lx,t > 1 et Dx,t = Lx,t, Déviance x,t = 2Lx,t ln

(
Lx,t

Lx,t q̂x(t)

)
.

Et Déviance totale =
∑
(x,t)

Déviance x,t .

Nous pouvons aussi considérer de calculer la p-valeur associée au test du rapport de vraisemblance
(ou drop-in deviance test). Nous cherchons ici à déterminer si l’ajustement correspond à la loi de
mortalité sous-jacente (hypothèse nulle H0).
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La statistique du test du rapport de vraisemblance, ξLR, s’écrit :

ξLR =
∑
(x,t)

(
Dx,t ln

(
Dx,t

Lx,t q̂x(t)

)
+
(
Lx,t −Dx,t

)
ln

(
Lx,t −Dx,t

Lx,t − Lx,t q̂x(t)

))
.

Si H0 est vraie, cette statistique suit une loi de χ2 avec un nombre de degrés de liberté égale aux
nombre d’observations n :

ξLR ∼ χ2(n).

Ainsi, l’hypothèse nulle H0 sera rejetée si

ξLR > χ2
1−α(n),

ou χ2
1−α(n) est le (1 − α) quantile de la distribution χ2 avec n degrés de liberté. La p-valeur est

alors donnée par
p-valeur = P

[
χ2
1−α(n) > ξLR]= 1− Fχ2(n)(ξ

LR).

Nous chercherons à avoir la p-valeur la plus proche de 1.
SMR. Il s’agit du rapport entre le nombre de décès observés et ajustés. Si on considère que les décès
suivent une loi de Poisson Dx,t ∼ Poisson

(
ERx,t ϕx(t)

)
,, sous l’hypothèse des forces de mortalité

constantes par morceaux, voir section 2.2,

SMR =

∑
(x,t)Dx,t∑

(x,t)−Lx,t ln
(
1− q̂x(t)

).
Ainsi, si le SMR > 1 les décès ajustés sont sous-estimés et réciproquement si SMR < 1. Nous
pouvons aussi appliquer un test afin de déterminer si le SMR est significativement différent de 1,
c.f. Liddell (1984). On calcule la statistique suivante,

Si SMR > 1, ξSMR = 3×D 1
2

(
1− (9D)−1 − (D/E)

1
3

)
.

Si SMR < 1, ξSMR = 3×D∗ 1
2

(
(D∗/E)

1
3 + (9D∗)−1 − 1

)
,

où D =
∑

(x,t)Dx,t, D∗ =
∑

(x,t)Dx,t + 1 et E =
∑

(x,t)−Lx,t ln
(
1− q̂x(t)

)
.

Si le SMR n’est pas significativement différent de 1 (hypothèse nulle H0 vraie), cette statistique
suit une loi Normale centrée réduite,

ξSMR ∼ N(0, 1).

Ainsi, l’hypothèse nulle H0 sera rejetée si

ξSMR > N1−α(0, 1),

ou N1−α(0, 1) est le (1 − α) quantile de la distribution Normale centrée réduite. La p-valeur est
alors donnée par

p-valeur = 1− FN(0,1)(ξ
SMR).

Nous chercherons à avoir la p-valeur la plus proche de 1.

Test de Wilcoxon ou test des rangs appliqué au cas d’échantillons appariés. Le cadre de
ce test ressemble fortement au test des signes. Alors que le test des signes n’utilise que l’information
sur la direction des différences entre les paires composées des probabilités de décès observées et
ajustées, le test de Wilcoxon ou Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks test prend en compte, en
plus, la grandeur des différences.
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On teste l’hypothèse nulle H0 que la médiane entre la différence de chaque paire est nulle.
On calcule les différence entre les probabilités de décès observées et ajustées, puis on les classe par
ordre croissant des valeurs absolues, en omettant les différence nulles. On affecte à chaque différence
non nulle son rang dans le classement (ou la moyenne de ses rangs en cas d’ex-aequo). On note
w+ et w− la somme des rangs des différences strictement positives et négatives respectivement.
Enfin, on note w le plus grand des deux nombres : w = max{w+, w−}. Si les probabilités de décès
observées et ajustées sont équivalentes, donc si H0 est vraie, la somme des rangs ayant un signe
positif et celle des rangs ayant un signe négatif devraient être à peu près égale. Mais si la somme des
rangs de signes positifs est très différente de celle des rangs de signes négatifs, nous en déduirons
que les probabilités de décès ajustées diffèrent de celles observées , et rejèterons l’hypothèse nulle.
Si le nombre d’observations n est supérieur à 15, on calcul la statistique ξWIL,

ξWIL =

(
w − 1/2− n (n+ 1)

)
/4√

n (n+ 1) (2 n+ 1)/24
.

Si H0 est vraie, cette statistique suit une loi Normale de centrée réduite,

ξWIL ∼ N(0, 1).

Ainsi, l’hypothèse nulle H0 sera rejetée si

|ξWIL| > N1−α/2(0, 1),

ou N1−α/2(0, 1) est le (1−α/2) quantile de la distribution Normale centrée réduite. La p-valeur est
donnée par :

p-valeur = P
[
N1−α/2(0, 1) > |ξWIL|

]
= 2×

(
1− FN(0,1)(|ξWIL|)

)
.

On cherche à avoir la p-valeur la plus proche de 1. Le test de Wilcoxon utilise la grandeur des
différences. Le résultat peut être différent de celui du test des signes qui utilise le nombre de signes
positifs et négatifs de la différence.

4 Validation des tendances d’évolution de la mortalité

Il s’agit dans un premier temps d’obtenir la fonction de survie calculée à partir des tables complétées
(avec un modèle de fermeture) résultantes des différents modèles. À partir de la fonction de survie, on
peut dériver une série de marqueurs résumant les distributions de la durée de vie. On s’intéresse à la
distribution de survie des cohortes d’un âge donné x̃ à la date t. On travaille donc le long de la diagonale
du diagramme de Lexis. On peut alors apprécier, en conséquence, les tendances d’évolution de la mortalité
et comparer le niveau et la vitesse d’amélioration entre les modèles.
Nous considérons, dans cette section, l’espérance de vie générationnelle partielle, l’espérance de
vie périodique résiduelle., l’âge médian au décès ainsi que l’entropie. D’autres marqueurs sont
possibles, cf. Pitacco et al. (2009, p.58-63), mais ne sont pas développés dans cette note.

Dans un deuxième temps, on se posera la question de la plausibilité et de la cohérence avec les tendances
historiques.

Enfin, si nous disposons de la mortalité masculine et féminine, nous pouvons comparer les tendances
évolution de la mortalité des deux sexes et juger de la plausibilité de l’amélioration commune.
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4.1 Marqueurs résumant la distribution de la durée de vie

Les indices résumant la distribution de la durée de vie sont présentés ci dessous.

La fonction de survie. La fonction de survie d’une cohorte âgée x̃ à la date t mesure la proportion
d’individus appartenant à la cohorte âgée x̃ à la date t restant en vie à l’âge x̃ + x (ou de façon

équivalente, à la date t+ x). Sous la condition
↗

S x̃(0) = 1, elle s’écrit

↗

S x̃(x) = exp

{
−
∫ x

0

ϕ x̃+u(t+ u) du

}
.

Sous l’hypothèse des forces de mortalité constantes entre les valeurs entières de x et t, on obtient

↗

S x̃(x) =

x−1∏
j=0

(
1− q x̃+j(t+ j)

)
.

où l’indice supérieur ↗ rappelle que l’on travaille le long d’une diagonale du diagramme de Lexis.

Espérance de vie générationnelle partielle. Il s’agit de l’espérance de vie partielle (sur ω an-
nées) d’un individu de la cohorte âgée x̃ à la date t. Elle s’écrit,

ω
↗
e x̃ =

∫ ω

1

↗

S x̃(u) du .

Sous l’hypothèse des forces de mortalité constantes entre les valeurs entières de x et t, on obtient

ω
↗
e x̃ =

ω∑
x=1

x−1∏
j=0

(
1− q x̃+j(t+ j)

)
.

Espérance de vie périodique résiduelle. Il s’agit de l’espérance de vie résiduelle (sur ω années)
d’un individu âgé x à la date t. Elle s’écrit,

ω
↑
ex(t) =

ω∑
δ=1

δ−1∏
j=0

(
1− qx+j(t)

)
,

où l’indice supérieur ↑ rappelle que l’on travaille le long d’une verticale du diagramme de Lexis.

L’âge médian au décès. L’âge médian au décès d’un individu de la cohorte âgée x̃ à la date t (sur
ω années), notée Med

[
ωTx̃

]
, est la valeur médiane de la distribution de probabilité de la durée de

vie aléatoire Tx̃,
↗

S x̃
(
Med

[
ωTx̃

])
= 0.5 .

L’entropie. L’entropie, H
[
ωTx̃

]
, est moins la moyenne de ln

↗

S x̃(x) pondérée par
↗

S x̃(x) (sur ω an-
nées),

H
[
ωTx̃

]
= −

∫ ω
1

↗

S x̃(u) ln
↗

S x̃(u) du∫ ω
1

↗

S x̃(u) du
.

Lorsque les décès deviennent plus concentrés, la valeur de H
[
ωTx̃

]
diminue. En particulier, H

[
ωTx̃

]
=

0 si la fonction de survie a une forme parfaitement rectangulaire.
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4.2 Plausibilité et cohérence des tendances d’évolution

On peut raffiner le choix du modèle en appliquant le concept de plausibilité des tendances d’évolution
(par exemple en confrontant les espérances de vie générationnelles partielles, ω

↗
e x̃, calculées avec les

différentes méthodes).
Cette notion, en anglais biological reasonableness, a été proposé par Cairns et al. (2006) comme un moyen
d’évaluer la cohérence des tendances de mortalité extrapolées. Elle n’est basée sur aucun fait scientifique,
biologique ou médical. Il s’agit plutôt d’une conception subjective et interroge l’actuaire sur les facteurs
biologiques, les progrès médicaux et les changements environnementaux qui expliqueraient cet ensemble
particulier de prévisions sachant la provenance des données.

À cela, il convient d’évaluer la cohérence des prévisions avec les tendances historiques. On peut alors
comparer les tendances d’évolution des espérances de vie périodiques résiduelles, ω

↑
ex(t) à un âge x donné

avec les tendances d’évolutions de la mortalité calculées à partir des données brutes.

En addition, si nous disposons de la mortalité masculine et féminine, nous pouvons comparer les
tendances d’évolution communes et juger de la plausibilité des évolutions.
On pourra comparer le niveau de la mortalité par âge ainsi que la vitesse d’amélioration. Dans le premier
cas, on souhaite s’assurer que la mortalité masculine reste supérieure à celle féminine. Dans le second
cas, on vérifie que les taux d’amélioration de la mortalité masculine sont supérieurs à leurs homologues
féminins (du moins pour les aux âges élevés).

5 Les intervalles de confiances, erreurs relatives et risque systématique d’esti-
mation des paramètres

Cette notion est transversale aux deux sections précédentes. Elle concerne le degré de précision de
l’ajustement. Elle est appréhendée par les intervalles de confiances sur les décès, espérances de vie et
autres quantités relatives à la durée de vie ajustée.

5.1 Intervalles de confiances ponctuels sur les décès et erreur relative

Une validation classique est la comparaison entre les décès prédits et observés âge par âge et année par
année sur l’ensemble de la période d’observation commune.

En effectuant l’approximation usuelle d’une loi binomiale par une loi normale, on peut confronter gra-
phiquement les décès observés, prédits ainsi que les bornes inférieure et supérieure de confiance ponctuel
à 95%.
En théorie, l’approximation normale d’une loi binomiale est valide si Lx,t q̂x(t) (1 − q̂x(t)) > 5. Si cela
n’est pas vérifiée, nous pouvons nous tourner vers des méthodes de calcul dites exactes.

En supposant la relation suivante :

Dx,t ∼ N
(
Lx,t qx(t), Lx,t qx(t) (1− qx(t))

)
,

une approximation des 100%× (1− α) intervalles de confiance ponctuels pour Dx,t est(
Lx,t q̂x(t)− z1−α/2

√
Lx,t q̂x(t)

(
1− q̂x(t)

)
, Lx,t q̂x(t) + z1−α/2

√
Lx,t q̂x(t)

(
1− q̂x(t)

))
,

ou z1−α/2 est le (1− α/2) quantile de la distribution normale.
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Les décès observés doivent se situer à l’intérieur des intervalles de confiance théoriques sur l’ensemble
de la plage d’âge considérée et sur l’ensemble de la période d’observation commune, signe d’une repré-
sentation correcte de la réalité par la table d’expérience.

L’erreur relative est mesurée par la demi-longueur relative de l’intervalle de confiance à 95%. On obtient
ainsi un indicateur par âge et/ou global de l’imprécision de l’ajustement.

5.2 Intervalles de confiances et dispersion relative sur les espérances de vie ajustées

En pratique, l’erreur relative entre les décès théoriques et les décès observés est due à plusieurs sources
de risques de nature différente, cf. Planchet and Thérond (2011). Dans cette section, on se consacre
uniquement au risque d’estimation des paramètres du modèle, c’est-à-dire le risque systématique associé
à l’utilisation du calibrage d’une loi de durée dont on sait qu’il n’est pas exact, conséquence des erreurs
d’échantillonnage affectant sa construction, cf. Kamega and Planchet (2013).

On souhaite obtenir les intervalles de confiances ponctuels afin d’encadrer les espérances de vie pério-
diques résiduelles et mesurer la dispersion relative associée à chaque méthode. La démarche retenue à cet
effet consiste, dans un premier temps, à ré-échantillonner les taux de décès bruts à partir de la méthode
de simulation directe des taux présentée dans par Kamega and Planchet (2013).

Pour obtenir les taux de décès brutes, on s’appuie sur la simulation du nombre de décès D k
x,t selon

Dx,t ∼ Binomial
(
Lx,t q̂x(t)

)
,

par la méthode de simulation de Monte-Carlo. Pour chaque simulation k et pour chaque approche, on en
déduit q kx (t) = D k

x,t/Lx,t et on estime q̂ kx (t).
Ces différents taux ajustés issus des k simulations représentent la dispersion des taux de décès ajustés au
titre du risque systématique sur l’estimation des paramètres compte tenu des fluctuations d’échantillon-
nage (risque d’estimation).

Pour quantifier cette dispersion, on calcule une approximation des coefficients de variations des taux
de décès,

cvx,t =

√(
1/(K − 1)

)∑
k

(
q̂ kx (t)−

(
1/K

)∑
k q̂

k
x (t)

)2(
1/K

)∑
k q̂

k
x (t)

.

Enfin, on va chercher à encadrer les espérances de vie périodiques résiduelles. En considérant les taux
ajustés issus des simulations, on a donc pour la simulation k :

ω
↑
ex(t)k =

ω∑
δ=1

δ−1∏
j=0

(
1− q kx+j(t)

)
,

On calcule alors les intervalles de confiance autour de ces espérances de vie périodiques résiduelles,

P
[
ω
↑
ex(t)i < ω

↑
ex(t)k ≤ ω

↑
ex(t)s

]
= 1− α,

où ω
↑
ex(t)i et ω

↑
ex(t)s représentent les bornes inférieures et supérieures respectivement et 1−α représente

la probabilité que l’espérance de vie périodique résiduelle issue de la simulation k se trouve entre ces
bornes.
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En considérant un seuil α, on obtient les quantiles à α/2 et 1−α/2 des K simulations d’espérance de

vie périodique résiduelle. On peut alors estimer les bornes ω
↑
ex(t)i et ω

↑
ex(t)s,

ω
↑
ex(t)i = inf

{
ω
↑
ex(t)y ∈

[
ω
↑
ex(t)1, . . . , ω

↑
ex(t)K

]
|P
[
ω
↑
ex(t)k ≤ ω

↑
ex(t)y

]
≥ α/2

}
ω
↑
ex(t)s = inf

{
ω
↑
ex(t)y ∈

[
ω
↑
ex(t)1, . . . , ω

↑
ex(t)K

]
|P
[
ω
↑
ex(t)k ≤ ω

↑
ex(t)y

]
≥ 1− α/2

}
,

avec y ∈
[
1,K

]
. Enfin, on peut mesurer la dispersion relative par,

dispersion relative =
95 ème percentile− 5 ème percentile

50 ème percentile
.

6 Application numérique

Les approches théoriques présentée ci-dessus sont illustrés dans cette partie à partir des ajustements
de la mortalité d’un portefeuille réel obtenus dans la note II1291-12 v1.5. Pour rappel, il s’agit d’un
portefeuille composé uniquement de contrats d’épargne. Les données sont présentées dans la note II1291-
12 v1.5, Annexe A, p13.

6.1 Validation des ajustements de la mortalité passée

6.1.1 Ajustement au niveau local

Les Figures 1 et 2 présentent les probabilités de décès et les logarithmes des probabilités de décès
obtenues par les quatre méthodes, cf. note II1291-12 v1.5, pour la plage d’âges

[
30−95

]
sur l’année 2007,

pour la population masculine et féminine. Ces graphiques nous donnent une première indication de la
qualité de l’ajustement au niveau local.

(a) Population masculine (b) Population féminine

Figure 1: Comparaison des probabilités de décès pour l’année 2007.
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(a) Population masculine (b) Population féminine

Figure 2: Comparaison des probabilités de décès pour l’année 2007, échelle logarithmique.

Les graphiques des résidus des quatre modèles pour l’année 2007 sont présentés en Figures 3a et 3b,
pour la population masculine et féminine respectivement.

Que ce soit pour la population masculine ou féminine, les résidus de la réponse et de Pearson des
quatre méthodes présentent une tendance légèrement plus forte sur la plage d’âges

[
35−50

]
, que pour les

autres âges, indiquant un ajustement inapproprié dans cette région. Cette remarque se retrouve dans les
résidus de la déviance. Nous observons que les résidus de la déviance pour les quatre modèles présentent
plusieurs résidus successifs ayant un signe négatif puis positif sur les plages d’âges

[
37− 41

]
et
[
42− 47

]
respectivement. Ceci indique que les modèles sur-estiment fortement les probabilités de décès pour les
âges

[
37− 41

]
et les sous-estiment pour les âges

[
42− 47

]
.

Pour la plage d’âges
[
70 − 90

]
, la méthode 4 présentent, au contraire des autres modèles, des résidus

de la déviance qui s’articulent relativement correctement autour de 0. Par ailleurs, les résidus de Pearson
sont principalement dans l’intervalle

[
−2, 2

]
, indiquant que les modèles capturent de façon adéquate la

variabilité des données.

Nous pouvons visualiser la qualité de l’ajustement des quatre méthodes pour les des années communes
avec la référence et pour la population masculine et féminine par les figures 4a à 4f.

6.1.2 Ajustement au niveau global

Nous comparons les probabilités de décès brutes aux séries graduées. Les Tables 1 et 2 présentent les
résultats pour la population masculine et féminine respectivement.

D’une manière générale, les 4 méthodes donnent des résultats acceptables. Néanmoins, on remarque
que la qualité de l’ajustement est ordonnée suivant la complexité des modèles.
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Méthode 1 Méthode 2 Méthode 3 Méthode 4

Test des +(−) 90(108) 80(1118) 85(113) 87(111)

signes ξSIG 1.2081 2.6295 1.9188 1.6345

p-valeur 0.227 0.0086 0.0550 0.1021

Test des Nbre de runs 65 87 87 92

runs |ξRUN| 4.9116 1.3841 1.6025 0.9467

p-valeur 9.0350 e− 7 0.1663 0.109 0.3438

Résidus > 2 19 18 15 9

standardisés > 3 3 3 3 3

χ2 395.55 315.96 307.04 293.38

R2 0.4205 0.5772 0.5868 0.5362

MAPE (%) 36.65 32.91 31.35 29.62

Déviance 404.61 321.00 313.24 292.46

Test du rapport ξLR 202.3 160.5 156.62 146.23

de vraisemblance p-valeur 0.402 0.9764 0.9865 0.9977

SMR 1.0114 1.0004 0.9921 0.9930

Test du SMR ξSMR 0.8551 0.0269 0.5995 0.5231

p-valeur 0.1963 0.4892 0.2744 0.3005

w 12375 12121 11904 11473

Test de Wilcoxon ξWIL 3.1264 2.8118 2.5430 2.0091

p-valeur 0.0018 0.0049 0.0110 0.0445

Table 1: Comparaison entre les ajustements, population masculine.

Le modèle non-paramétrique endogène, méthode 4, étant le plus flexible, produit les résultats les plus
satisfaisants. Que ce soit pour la population masculine et féminine, le modèle présente la plus faible
déviance, χ2 et MAPE, ainsi que le nombre le plus faible de résidus standardisés supérieurs à 2. Il
exhibe, entre autre, la valeur la plus élevée au test des runs ainsi qu’au test des signes et au test du
rapport de vraisemblance. Pour la population féminine en particulier, il présente le plus large R2 et la
p-valeur du test du SMR la plus proche de 1.

6.2 Validation des tendances d’évolution de la mortalité

Le choix entre les ajustements est affiné en comparant les tendances d’évolution de la mortalité (niveau
et la vitesse d’amélioration) entre les modèles. On s’interroge aussi sur la plausibilité et la cohérence avec
les tendances historiques observées.

6.2.1 Marqueurs résumant la distribution de la durée de vie

À partir de la fonction de survie, on dérive une série de marqueurs résumant les distributions de la
durée de vie. On s’intéresse à la distribution de survie des cohortes de plusieurs âges donnés, i.e. 30 à 90

ans en 2007 durant 40 ans. On travaille donc le long de la diagonale du diagramme de Lexis.
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Méthode 1 Méthode 2 Méthode 3 Méthode 4

Test des +(−) 82(116) 94(104) 85(113) 89(109)

signes ξSIG 2.3452 0.6396 1.9188 1.3503

p-valeur 0.0188 0.5224 0.0547 0.1769

Test des Nbre de runs 92 96 94 100

runs |ξRUN| 0.7461 0.5354 0.5846 0.1454

p-valeur 0.4556 0.5924 0.5588 0.8844

Résidus > 2 10 9 7 7

standardisés > 3 1 1 1 1

χ2 251.42 238.43 230.33 226.56

R2 0.8441 0.8507 0.8533 0.8541

MAPE (%) 36.24 33.01 34.69 30.77

Déviance 263.88 241.12 240.03 226.79

Test du rapport ξLR 131.94 120.56 120.02 113.4

de vraisemblance p-valeur 0.9999 0.9999 0.9999 1

SMR 0.9543 1.0129 0.9934 0.9963

Test du SMR ξSMR 2.5754 0.6943 0.3529 0.1932

p-valeur 0.0050 0.2437 0.3621 0.4234

Test de w 12367 10168 11409 10852

Wilcoxon ξWIL 3.1165 0.3927 1.9298 1.2399

p-valeur 0.0018 0.6946 0.0536 0.215

Table 2: Comparaison entre les ajustements, population féminine.

La table 3 présente l’espérance de vie générationnelle partielle, l’âge médian au décès ainsi que l’entropie
pour la population masculine et féminine.

On constate que les méthodes 2, 3 et 4 produisent des résultats similaires. A contrario, les indices
résumant les durées de vie obtenus par la méthode 1 sortent du lot. D’une manière générale, pour les
deux populations, la méthode 1 entraine les espérances de vie les plus faibles pour des cohortes âgées de
60 ans et plus en 2007. En conséquence, l’âge médian du décès est le plus faible des quatre méthodes et
les décès après 60 sont les plus étalées.
La méthode 2 conduit aux espérances de vie les plus grandes pour les cohortes d’âges élevés que ce soit
pour la population masculine et féminine. Elle entraine donc, pour les cohortes d’âges élevés, l’âge médian
au décès le plus grand ainsi que les décès les plus concentrés après 80 ans.

Les Figures 5a à 5h présentent le rapport entre les espérances de vie périodiques résiduelles observées
et ajustées respectivement pour la population masculine et féminine et pour les 4 méthodes.

Les espérances de vie périodiques résiduelles issues des données brutes sont de manière générale supé-
rieures à celles calculées à partir des 4 méthodes quelle que soit la population. De plus, les approches sous
estiment davantage les espérances de vie périodiques résiduelles féminines que celles masculines. L’écart
entre les espérances de vie résiduelles observées et ajustées augmente avec l’âge. L’écart atteint 5% 70

ans, 10% à 80 ans, 30% à 90 ans et 80% à 95 ans.
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6.2.2 Plausibilité et cohérence des tendances d’évolution

Dans un premier temps, on compare les tendances d’évolution de la mortalité des deux sexes afin de ju-
ger de la plausibilité de l’amélioration commune. Les Figures 6a à 6d comparent le rapport des espérances
de vie générationnelles partielles entre les populations féminine et masculine, pour les quatre méthodes
respectivement. Les Figures 6e à 6h présentent le rapport entre les probabilités de décès ajustées fémi-
nines et masculines.
Nous remarquons que les méthodes 1, 2 et 4 donnent des tendances d’évolutions de la mortalité relati-
vement simialires. Les espérances de vie générationnelles partielles féminines sont de 15% supérieures à
celles masculines à 110 ans, 10% à 100 ans et 5% à 90 ans, cf. Figures 6a, 6b et 6d. Le rapport tend à
se rapprocher de 1 avec l’année calendaire, signe que la mortalité masculine s’améliore plus rapidement
que la mortalité féminine, ce qui nous semble cohérent.
A l’opposé, le rapport des espérances de vie générationnelles partielles obtenues par la méthode 3 tend à
s’éloigner de 1, Figure 6c, indiquant que la mortalité féminine s’améliore plus rapidement. Ces remarques
se retrouvent dans les Figures 6a à 6b. De plus, aucune des méthodes induit une mortalité féminine
supérieure à celle masculine.

Les figures 7 et 8 comparent les tendances d’évolution des espérances de vie périodiques résiduelles
pour les âges 60, 75 et 80 pour la population masculine et féminine respectivement.

On s’aperçoit que quels que soient les âges considérés, les espérances de vie périodiques résiduelles
issues des méthodes 2, 3 et 4 suivent convenablement les tendances d’évolutions de la mortalité calculées
à partir des données brutes. Seules, celles dérivées de la méthode 1 semblent s’en écarter.

Par ailleurs, les méthodes 2 et 4 donnent des espérances de vie périodiques résiduelles relativement
similaires.

6.3 Les intervalles de confiances, erreurs relatives et risque systématique d’estimation des pa-
ramètres

Pour terminer ces éléments de comparaisons, nous nous intéressons au degré de précision de l’ajuste-
ment. Cette notion est appréhendée par les intervalles de confiances sur les décès, espérances de vie et
autres quantités relatives à la durée de vie ajustée.

6.3.1 Intervalles de confiances ponctuels sur les décès et erreur relative

Les Figures 9 et 10 comparent les décès observés et ajustés pour la plage d’âges 30-95 et les années
2007 − 2009 pour la population masculine et féminine respectivement. En addition, nous avons ajoutés
les intervalles de confiances ponctuels à 95% pour les taux de décès ajustés.

Nous constatons que les décès observés se situent à l’intérieur des intervalles de confiance théoriques
à 95% sur l’ensemble de la plage d’âge considérée, signe d’une représentation correcte de la réalité par
les tables d’expériences masculine et féminine. Néanmoins, quelles que soient les deux populations, la
méthode 1 sous-estime les décès pour la plage d’âges 30− 60 et les sur-estime fortement après 60 ans. A
l’opposé, les méthodes 2, 3 et 4 ajustent relativement correctement les décès sur cette plage d’âges pour
les deux populations.
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(a) Âge 55 (b) Âge 70 (c) Âge 85

Figure 7: Comparaison des tendances d’évolution des espérances de vie périodiques résiduelles par âge,
population masculine

(a) Âge 55 (b) Âge 70 (c) Âge 85

Figure 8: Comparaison des tendances d’évolution des espérances de vie résiduelles partielles par âge,
population féminine

(a) Année 2007 (b) Année 2008 (c) Année 2009

Figure 9: Comparaison des décès observés et ajustés, population masculine.

La Table 4 présente l’erreur relative globale sur l’ensemble des âges. Nous observons que l’imprécision
est importante, de l’ordre de 45% et 25% pour la population masculine et féminine. Par ailleurs, la
méthode 4 donne la plus faible erreur relative moyenne.
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(a) Année 2007 (b) Année 2008 (c) Année 2009

Figure 10: Comparaison des décès observés et ajustés, population féminine.

Méthode 1 Méthode 2 Méthode 3 Méthode 4

Pop. Masculine 44.56 45.94 4514 44.28

Pop. Féminine 26.96 27.12 28.82 25.65

Table 4: Erreur relative moyenne sur les décès observés (en %).

6.3.2 Intervalles de confiances et dispersion relative sur les espérances de vie ajustées

On souhaite, ici, obtenir les intervalles de confiances ponctuels afin d’encadrer les espérances de vie
générationnelles partielles et mesurer la dispersion relative associée à chaque méthode. On ré-échantillonne
les taux de décès bruts à partir de la méthode de simulation directe des taux. Pour chaque simulation
k ∈

[
1, 1000

]
et pour chaque approche, on en déduit q kx (t) et on estime q̂ kx (t).

La Figure 11 présente les probabilités de décès ajustées issues de simulations q̂ kx (t) pour chaque méthode
sur l’année 2007 et sur plage d’âges

[
60− 80

]
pour la population masculine et féminine.

Ces différents taux ajustés représentent la dispersion des taux de décès ajustés au titre du risque
systématique sur l’estimation des paramètres compte tenu des fluctuations d’échantillonnage. On quantifie
cette dispersion en calculant une approximation des coefficients de variations des taux de décès, présentées
Figures 12a à 12h.

D’une manière générale, l’ampleur de la dispersion augmente avec la complexité des méthodes. Néan-
moins, les coefficients de variation varient suivant les méthodes. avec l’année calendaire et l’âge atteint.
La méthode 1 à un paramètre entraîne une variation identique selon les années calendaires et les âges
jusqu’à 85 ans, puis diminue au fur et à mesure que l’on se rapproche de l’âge 130 de fin de vie induit
par le modèle de fermeture, Figures 12a et 12e. Il apparaît avec les méthodes 2, 3 et 4 que la valeur des
coefficients de variation a tendance à augmenter avec les années calendaire (pour un âge donné), ce qui est
cohérent avec la baisse des taux de décès à un âge donné au fil des années, compte tenu de l’amélioration
de l’espérance de vie.
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Cette augmentation avec l’année calendaire est beaucoup plus marquée pour la méthode 3 , Figures
12c et 12g, que pour les méthodes 2, Figures 12b et 12f et 4, Figures 12d et 12h. De plus, malgré
l’augmentation des fluctuations d’échantillonnage lorsque l’âge augmente, on observe une diminution de
la valeur des coefficients jusqu’à 70 ans environ. Cette baisse est liée à la hausse des taux de décès au fil
des âges. À partir de 70 ans toutefois, les coefficients re-augmente, ce qui signifie que l’effet lié à la hausse
des taux de décès devient plus faible que l’effet lié à la hausse des fluctuations d’échantillonnage dû à la
baisse de l’exposition, cf Kamega and Planchet (2013).

Enfin, on encadre les espérances de vie périodiques résiduelles issues des simulations pour les quatre
méthodes.

Les Figures 13 et 14 présentes les 2.5%, 50% et 97.5% quantiles des espérances de vie périodiques
résiduelles issues des simulations pour la population masculine et féminine respectivement.

Le niveau et l’évolution de la dispersion des espérances de vie périodiques résiduelles simulées sont très
différents d’une méthode à une autre que ce soit pour la population masculine ou féminine. La méthode
1, à un paramètre, présente la plus faible dispersion. A l’opposé, la méthode 4 non-paramétrique entraine
la plus forte variation.

Enfin, on observe que la pente des quantiles à 50% des espérances de vie périodiques résiduelles simulées
(à chaque âge) est supérieure pour la population masculine que pour la population féminine pour les
méthodes 1, 2 et 4 indiquant une accélération de l’amélioration de la mortalité plus importante chez les
hommes que chez les femmes. A contrario, la méthode 3 entraîne une amélioration plus importante pour
la population féminine.

La dispersion relative des espérances de vie périodiques résiduelles issues des simulations est présentée
en Figures 15 et 16 pour la population masculine et féminine respectivement.

Conformément aux remarques faites précédemment, le degré et le profile de la dispersion relative va-
rient énormément d’une méthode à une autre que ce soit pour la population masculine ou féminine. La
méthode 1 présente le degré de dispersion relative le plus faible, alors que la méthode 4 entraine la plus
large dispersion. Les méthodes 1, 2 et 4 induisent une diminution de la dispersion avec l’année calendaire
alors que la méthode 3 conduit à une forte augmentation au fil du temps.

7 Conclusion

Cette note de travail présente les critères quantitatifs et qualitatifs envisagés pour évaluer la pertinence
des approches concernant la construction de tables de mortalité de place.
Les divergences entre les approches sont appréhendées sur trois niveaux. celles-ci concernent l’ajustement
de la mortalité passée, la tendance d’évolution de la mortalité et autres quantités relatives à la durée de
vie ajustée ainsi que les intervalles de confiances sur les décès, et la dispersion des espérances de vie.
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