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Introduction Générale

Le 28 Mars 2019, le rapport Libault 1 sur la Concertation Grand âge et autonomie a été remis au Premier
Ministre. Ce rapport annonce le début d'un grand chantier pour le gouvernement pour répondre à la question
cruciale du �nancement de la dépendance. Des mesures chocs comme le report de l'âge de départ à la retraite à
63 ans ou l'allongement de la durée de cotisation sont sur la table. En e�et, l'a�aire n'est pas mince, il s'agit pour
l'Etat de trouver 9,2 milliards d'euros d'ici l'horizon 2030 pour �nancer la prise en charge de la dépendance.
Ce grand dé� a pour but de faire face au choc démographique du vieillissement de la population. En e�et, 1,5
million de français ont plus de 85 ans aujourd'hui, on en comptera plus de 5 million en 2050 2.

Si la dépendance est l'un des chantiers majeurs du gouvernement pour les prochaines décennies, un autre
sujet brûlant est sur sa table, celui de l'intelligence arti�cielle. En e�et, un an jour pour jour avant le rapport
Libault (le 28 mars 2018), le célèbre mathématicien et député Cédric Villani, a remis au gouvernement français
son rapport sur l'intelligence arti�cielle. Parmi les sujets proposés par l'ancien médaillé Fields, pour que la
France se positionne à l'avant-garde de l'IA, �gure l'identi�cation de quatre secteurs prioritaires où la France
doit particulièrement concentrer son e�ort de développement : la santé, les transports, l'environnement et la dé-
fense. Ces recommandations mettent en lumière l'importance grandissante apportée à deux domaines connexes
de l'actuaire, le domaine des statistiques à travers le concept d'intelligence arti�cielle et celui de la santé. Dans
un contexte où le risque dépendance et l'intelligence arti�cielle sont sur le devant de la scène, l'actuaire dispose
des outils et connaissances pour tenter de répondre à ces deux dé�s majeurs qui s'annoncent. A la croisée de
ces deux thématiques, l'ambition de ce mémoire est d'utiliser une volumineuse base de données médicales pour
tenter d'expliquer le phénomène d'entrée en dépendance par le biais de méthodes statistiques d'apprentissage.

Dans un univers où les grands volumes de données et le phénomène du Big Data n'existaient pas, la dé-
marche statistique � classique � consistait à construire un estimateur sur un jeu de données unique et utiliser
une théorie asymptotique pour permettre de juger de sa qualité et de construire des intervalles de con�ance.
Dans la logique de la théorie de l'apprentissage, l'abondance de données permet de séparer celles-ci en deux
sous-échantillons, l'un dit d'apprentissage et l'autre de validation ; la qualité des estimateurs n'est alors plus
jugée par l'intermédiaire de critères asymptotiques, mais en fonction de l'adéquation à l'échantillon de validation
par l'intermédiaire d'une mesure de l'erreur de prédiction.

Une première partie s'attachera à expliquer le phénomène d'entrée en dépendance au moyen d'études médi-
cales reconnues de manière à connaitre a priori les principaux facteurs et pathologies in�uençant l'entrée dans
l'état de dépendance. En e�et, les variables disponibles pour cette étude sont issues du Programme de Mé-
dicalisation des Systèmes d'Information (PMSI), celles-ci correspondent à des pathologies médicales dont ni
l'apparition, ni l'évolution, ni les conséquences ni même les appellations ne sont connues ou familières de l'ac-
tuaire. La connaissance des causes médicales connues a priori est en e�et indispensable pour valider les modèles
obtenus a posteriori.

Par la suite, après avoir présenté de façon théorique le modèle de Cox, une étude statistique va être menée
en opérant la phase de sélection de variables avec des méthodes "classiques" pas à pas basées sur le critère
AIC. Le modèle de Cox sera ensuite paramétré pour analyser les déterminants de l'intensité d'entrée dans l'état
de dépendance (et démence) sur les populations disponibles pour l'étude. Le caractère chronophage de cette
première méthode de sélection sera en particulier soulevé.

1. Dominique Libault est le président du Haut Conseil du �nancement de la protection sociale
2. Source, Le Parisien et solidarites-sante.gouv.fr
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Dans une troisième partie, un jeu de données sera simulé de manière à tester dans un cadre analogue de
données censurées di�érentes méthodes de régressions pénalisées (LASSO, Ridge, Enet, Adaptative LASSO).
Le but de cette partie est d'étudier la qualité de sélection et la justesse de prédiction des estimateurs obtenus
grâce à ces méthodes par rapport à la procédure classique exposée dans la partie précédente. Après avoir dé�ni
de façon théorique la régression pénalisée, la théorie de l'apprentissage et les di�érentes mesures de prédiction
qui en découlent, les concepts seront mis en pratique sur ces bases de données simulées. L'in�uence de la taille
des bases, des corrélations entre variables, les techniques d'échantillonnage utilisées, le choix des mesures de
prédiction et le taux de censures seront notamment mesurés. Une fois dé�nies et appréhendées, ces techniques
seront alors appliquées sur les bases de données médicales du PMSI. Les résultats seront comparés avec ceux
obtenus dans la partie utilisant les méthodes classiques et la qualité de sélection sera confrontée aux atten-
dus théoriques préalablement établis dans la première partie du mémoire à l'aide des études reconnues par la
profession médicale.
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Résumé

Dé�nition de la dépendance et des données disponibles

La dépendance est dé�nie et mesurée di�éremment selon que l'on se place dans le périmètre assurantiel ou
médical. Dans un contexte assurantiel, l'état de dépendance est dé�ni comme la quantité de ressources exté-
rieures nécessaires à une personne pour e�ectuer les actes basiques de la vie quotidienne ce qui permet aux
pouvoirs publics et aux organismes d'assurance français de distinguer in �ne deux niveaux de risque dépendance
pour jalonner leurs aides ou couvertures : la dépendance partielle et la dépendance totale. Ce travail s'adresse
à un public du secteur de l'assurance mais les données disponibles provenant du milieu médical, une première
phase de dé�nition et de comparaison 3 a permis de réconcilier ces deux dé�nitions. Les notions de dépendance
physique et démence étudiées dans ce mémoire correspondent à un niveau de dépendance totale.

Les variables disponibles pour cette étude sont issues du Programme de Médicalisation des Systèmes d'In-
formation (PMSI), celles-ci correspondent à des pathologies médicales dont ni l'apparition, ni l'évolution, ni les
conséquences ni même les dénominations ne sont connues ou familières de l'actuaire. La connaissance des causes
médicales connues a priori est en e�et indispensable pour valider les modèles obtenus a posteriori. A la lumière
d'articles scienti�ques, il a été établi dans cette phase exploratoire que les causes médicales identi�ées par les
spécialistes du domaine médicale pour l'apparition de la dépendance cognitive ou démence sont :

� Parmi les facteurs de risques comportementaux :

� L'alcool

� Parmi les pathologies neurologiques :

� L'épilepsie ;

� La maladie de Parkinson ;
(La maladie se déclarant aux alentours de 70 ans, et la démence Parkinsonienne 10 à 15 ans après,
celle-ci touche les personnes avec des âges très avancés.)

� La sclérose en plaque

� L'hydrocéphalie à pression normale

� L'encéphalite

� Les accidents vasculaires cérébraux

� Les pathologies cardiaques :

� L'hypertension artérielle

� Le diabète

L'objet de cette liste de causes médicales de démence, non exhaustive, est de servir d'étalon pour arbitrer
quant à la pertinence de la sélection de variable opérée par les modèles paramétrés par le biais des méthodes
d'apprentissage.

3. Issu de SCHWARZINGER [2018]
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Application d'un modèle multiplicatif à hasard proportionnel.

Dans ces travaux, les sorties sont modélisées au moyen d'un modèle multiplicatif à hasard proportionnel de
Cox. Ce modèle, qui sera décrit plus en détail par la suite, a pour objectif de mesurer les écarts entre di�érentes
sous-populations, sous réserve de respecter certaines hypothèses dont l'indépendance des covariables avec le
temps et l'hypothèse de proportionnalité des risques. L'avantage de ce modèle est qu'il respecte le critère infor-
matif de la censure. Cependant, dans un souci de simpli�cation, la censure aléatoire induite par le décès a été
traitée comme une censure simple ce qui induit un biais de modélisation et a�ecte l'estimation des écarts relatifs
entre les di�érentes sous-populations étudiées. L'étude et l'introduction de concurrences entre les di�érentes
causes de sorties du périmètre d'étude permet de lever ce biais, on parle de modèles à risques concurrents. Ce
mémoire, dont l'accent est mis sur la comparaison avec des méthodes d'apprentissage, se limite à l'utilisation
de modèles non concurrents.

A�n de véri�er les hypothèses d'application d'un modèle à hasard proportionnel et indépendant du temps,
la comparaison des taux bruts avec les modélisations de Cox a été opérée sur 4 sous-populations su�samment
hétérogènes en termes de risque de dépendance (pour capter des écarts) et su�samment volumineuses (pour
limiter les problèmes dus à une trop grande volatilité). Cette comparaison pour les (picards, parisiennes) x
(alcoolique, non alcoolique) pour les deux causes de sorties ont permis de valider la pertinence de l'utilisation
de ce type de modèle et valider les conditions nécessaires d'indépendance temporelle et de risques proportionnels.

D'autres méthodes, comme l'analyse des résidus de Schönefeld ou des tests d'adéquation du χ2, ont été menées
mais ne permettaient pas de valider ou invalider clairement les hypothèses de Cox.

Figure 1 � Taux bruts et taux prédits par Cox pour di�érentes sous-populations
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On remarque que la courbe des prédictions approxime bien la courbe des observations brutes. De plus, les
deux sous-populations ont des tendances similaires ce qui permet d'accepter l'hypothèse de proportionnalité des
risques. Le modèle de Cox étant bien adapté, une méthode de sélection de variable à l'aide du critère AIC et de
méthode pas à pas a permis d'opérer une première sélection de variables.
Les pathologies préalablement identi�ées comme à risque ressortent relativement bien.

Table 1 � Selection AIC. En gras les covariables pré-identi�ées

Cependant, plusieurs problèmes sont mis en lumière. Tout d'abord la procédure pas à pas est extrêmement
chronophage. Celle-ci a en e�et mis plus de 24h à être exécutée malgré la grande puissance de calcul disponible.
Par ailleurs, l'étude de corrélation normalement indispensable en amont du processus de sélection n'a pu être
mené au regard de la taille excessive de la base (89 variables) et des inter-corrélations très importantes entre
toutes les pathologies.

Utilisation de techniques de régression pénalisée

L'idée de la régression pénalisée est d'introduire l'étape de pénalisation directement dans le problème d'op-
timisation de la vraisemblance en ajoutant une contrainte sur la norme des coe�cients de régression de la forme :

p∑
j=1

|βj |δ ≤ C

La région des valeurs possibles pour les coe�cients de régression dépendent alors de la valeur du paramètre δ.
Par exemple, en dimension 2, les régions autorisées des coe�cients β1 et β2 en fonction du paramètre δ ont les
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formes suivantes :

Figure 2 � Régions des contraintes en fonction de δ

Les travaux de VERWEIJ [1996] permettent de transposer la méthode de pénalisation couramment rencon-
trée pour la méthode d'optimisation des moindres carrés ordinaires au calcul d'optimisation de la vraisemblance.
Le fait d'imposer une contrainte sur la norme des coe�cients revient alors à exprimer directement la vraisem-
blance partielle pénalisée de la façon suivante :

Lpartielle(β) =

D∏
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− p(β, λ)

Où p(β, λ) est la fonction de pénalisation. λ est le paramètre d'intensité ou paramètre de régularisation. Ce
paramètre modère l'intensité de la pénalisation de façon linéaire.

En faisant varier le valeur de la constante de régularisation, on obtient alors l'ensemble de solutions suivant :

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− p(β, λ)}

Un certain nombre de simulations a été mené de manière à tester les di�érentes pénalisations a�n de sélec-
tionner celle qui serait la plus adéquate à appliquer sur le jeu de données réel disponible pour cette étude.

Pour l'ensemble des simulations, des jeux de données censurées, dont la variable d'intérêt véri�e la relation
de Cox, ont été simulés :

α(t|Zi(t)) = α0(t)expZ
T
i β

où :

� La fonction de hasard de base a été prise égale à α0(t) = 2.t a�n d'avoir une expression simple et dépendante
du temps (le facteur 2 a été choisi pour qu'il se simpli�e lors de l'intégration pour le calcul de la loi de
survie). Ce choix revient à considérer qu'en l'absence de l'e�et des autres covariables, le taux d'incidence
croit linéairement au cours du temps ;

� Pour le vecteur des covariables, il a été pris pour chaque individu i une valeur aléatoire suivant une loi
uniforme sur l'intervalle [-1 ;1] : ∀ i ∈ J1;nK Zi ∼ U [−1; 1]
Pour certaines simulations, des corrélations plus ou moins fortes entre certaines variables ont été appliquées
a�n d'en mesurer les e�ets ;

� Le fait de �xer certains coe�cients à zero a en�n permis de mesurer la qualité de sélection des estimateurs
puisque cela signi�e d'imposer que les variables associées n'ont aucune in�uence sur la variable de sortie.
Un bon estimateur devant les exclure.
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La loi de survie en fonction du temps pour un individu i étant :

S(t,Zi) = exp[−
∫ t

0

α(s,Zi)ds]

L'intensité de la loi de survie ayant été choisie de la forme α0(t) = 2.t , on obtient alors :

S(t,Zi) = exp[−
∫ t

0

2s.expZ
T
i βds]

S(t,Zi) = exp(−t2.eZ
T
i β)

Pour simuler les temps Ti de survenance pour chaque individu i il a été utilisé une méthode de Monte-Carlo en
inversant la fonction de survie conditionnelle et en simulant des variables aléatoires uniformes Yi ∈ U [0; 1]

On obtient alors pour chaque individu i :

Ti =
»
−exp−ZT

i βlog(Yi)

La méthode de Monte Carlo consiste en e�et à simuler la variable aléatoire Yi (très simple avec le logiciel
R) pour déduire les temps Ti distribués selon une loi de Cox.

En �xant à l'avance les paramètres intrinsèques de la distribution (lesβ), il a alors été possible d'appliquer
les di�érentes techniques de régression pénalisée LASSO, Ridge, Elastic-net et adaptative Lasso pour les com-
parer à l'attendu et ainsi déduire quelle pénalité était la plus adaptée au regard de jeux de données incluant
di�érents niveaux de corrélations, de taux de censure ou encore pour mesurer l'in�uence de la taille des échan-
tillons.

Il ressort de ces simulations que la régression Lasso permet d'e�ectuer de la sélection de variable puisqu'elle
autorise les coe�cients à être nuls. La régression Ridge permet quant à elle de gérer les problèmes liés à la
colinéarité. La régression Elastic-net en�n permet de combiner les e�ets des deux pénalisations en e�ectuant
une sélection et en gérant les e�ets non désirés de la colinéarité. Si ces conclusions sont relativement classiques
dans le cadre de la pénalisation d'une régression par méthode des moindres carrés, celles-ci se retrouvent bien
en ce qui concerne la pénalisation de la vraisemblance partielle de Cox.

La pénalisation retenue au regard de la grande dimension de la base d'étude, de sa forte colinéarité et de
son caractère censuré a ainsi été la régression Elastic-net.

Le problème d'optimisation de la vraisemblance partielle de Cox pénalisée par une pénalité Elastic-Net est
ainsi le suivant :

Lpartielle(β) =

D∏
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ(

1

2

p∑
j=1

β2
j +

1

2

p∑
j=1

|βj |)

En faisant varier le valeur de la constante de régularisation, on obtient alors l'ensemble de solutions suivant :

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ( 1

2

∑p
j=1 β

2
j + 1

2

∑p
j=1 |βj |)}

Le chemin de régularisation ci-dessous est la représentation de l'ensemble des valeurs prises par chacun des
coe�cients de régression en fonction de la valeur du paramètre de régularisation λ.
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Figure 3 � démence des parisiennes

Ce travail a été e�ectué sur les populations parisiennes, picardes pour les risques de dépendance physique et
démence.

Le paramètre de régularisation optimal qui minimise la vraisemblance est une combinaison entre le paramètre
α qui donne plus ou moins de poids aux deux composantes de l'elastic net relatives au norme 1 et au norme 2
et le paramètre β qui module l'intensité de la pénalisation.

En utilisant une 10-folds validation croisée 4 avec la déviance comme mesure de prédiction on détermine le
paramètre de régularisation optimal :

Figure 4 � Détermination du paramètre λ de l'Elastic-net pour la dépendance des parisiennes

Les paramètres optimaux et le paramétrage du modèle ont été obtenus pour un temps de calcul de quelques
minutes avec la même puissance de calcul que lors de la procédure de sélection AIC qui avait mis plus de 24h à

4. L'étude de sensibilité menée sur le nombre de sous-échantillon de la validation croisée nous a invité à choisir
un découpage optimal en 10.
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s'exécuter.

Un tableau comparatif donne les coe�cients obtenus selon les deux méthodes :

Table 2 � Comparaison des résultats obtenus entre les méthodes AIC et Elastic-net pour la
démence
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Les covariables identi�ées comme causes d'apparition de la démence dans la première partie de ce travail sur
la base d'études reconnues du milieu médical apparaissent en gras.
On remarque que toutes les causes identi�ées a priori ressortent en tête du classement.
Ceci con�rme que la sélection automatique avec une pénalisation elastic-net est performante et ce malgré les
fortes corrélations qui existent dans la base d'étude.

On constate par ailleurs que la sélection est meilleure avec les méthodes d'apprentissage qu'avec la méthode
classique. On remarque de plus que le poids du facteur de risque "Alcool" est beaucoup plus important avec
la méthode AIC qu'avec l'Elastic net. En e�et, par analogie avec l'analyse e�ectuée sur les jeux de données
simulées, cette covariable capte l'information de l'ensemble des variables qui lui sont corrélées, chose que l'Elas-
tic net gère grâce à la partie de la pénalisation de type Ridge qui pénalise la norme l2 des coe�cients de régression.

Les taux d'incidence pour les 4 sous-populations (Picards,Parisiennes) x (alcool, non alcool) ont été tracés
pour les deux sorties démence et dépendance et comparé aux travaux e�ectués par le groupe de travail Qalydays
opérés sur la France entière et dont les résultats ont fait l'objet de plusieurs publications dans des revues scienti-
�ques mondialement reconnues. Les populations alcooliques ressortent plus risquées que la population française
de référence Qalydays et les populations non alcooliques ressortent moins à risque ce qui semble cohérent. De
plus, comme attendu, les Picards ont des incidences plus importantes que les Parisiennes du fait de leur di�é-
rence de sexe, de niveau de vie et d'accès aux soins.

Figure 5 � Comparaison des modèles prédictifs de Cox pour la dépendance physique et la
démence

Si la qualité d'ajustement n'est pas parfaite, l'avantage du paramétrage des lois par l'intermédiaire de
l'Elastic-net est la grande souplesse et la grande rapidité d'exécution et de sélection tout en gérant les problèmes
de colinéarité particulièrement complexes lorsque le nombre de variables est aussi important. Cette méthode
permet d'industrialiser la modélisation à un grand nombre de sous-populations avec une grande �exibilité et
avec des résultats satisfaisants.
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Abstract

De�nition of dependency and description of available data

Dependency is de�ned and measured di�erently, depending on whether you are in the insurance or the me-
dical perimeter. In an insurance context, dependency is de�ned as the quantity of external resources necessary
for a person to carry out the basic acts of daily life, which allows the French public authorities and insurance
organisations to distinguish in �ne two levels of dependency risk to mark out their aid or coverage : partial
dependency or total dependency.
This work is intended for an audience in the insurance sector, but the available data comes from the medical
community, a �rst phase of de�nition and comparison 5 has reconciled these two de�nitions. The notions of
physical dependence and dementia studied in this thesis correspond to a level of total dependence.

The variables available for this study are from the Information Systems Medicalization Program (IMSP), which
correspond to medical pathologies whose appearance, evolution, consequences or even denominations are not
known or familiar to the actuary. Knowledge of the medical causes known a priori is indeed essential to validate
the models obtained a posteriori. In the light of scienti�c articles, it was established in this exploratory phase
that the medical causes identi�ed by specialists in the medical �eld for the development of cognitive dependence
or dementia are :

� Behavioural risk factors are :

� Alcohol

� Among the neurological pathologies :

� Epilepsy ;

� Parkinson's disease ;
(The disease occurs around the age of 70, and Parkinson's dementia 10 to 15 years later, it a�ects
people with very advanced ages.)

� Multiple sclerosis

� Hydrocephalus at normal pressure

� Encephalitis

� Strokes

� Cardiac pathologies :

� High blood pressure

� Diabetes

The purpose of this non-exhaustive list of medical causes of dementia is to serve as a benchmark to arbitrate
the relevance of the variable selection made by the models parameterized by learning methods.

Application of a hasard proportional multiplicative model

In this work, the outputs are modelled using a Cox proportional hasard multiplicative model. This model,
which will be described in more details later, aims to measure the di�erences between di�erent sub-populations,
subject to certain assumptions, including the independence of the covariates over time and the assumption of risk

5. From SCHWARZINGER [2018]
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proportionality. The advantage of this model is that it meets the informative criterion of censorship. However,
for the sake of simplicity, random censorship induced by death has been treated as a simple censorship, which
leads to modelling bias and a�ects the estimation of relative di�erences between the di�erent sub-populations
studied. The study and the introduction of competition between the di�erents causes of exit from the study
scope makes it possible to remove this bias, we are considering models with competing risks. This thesis, which
focuses on comparison with learning methods, is limited to the use of non-competing models.

In order to verify the hypotheses of application of a proportional and time-independent random model, the
comparison of gross rates with Cox models was carried out on 4 sub-populations that were su�ciently hete-
rogeneous in terms of dependency risk (to capture di�erences) and su�ciently large (to limit problems due to
too high volatility). This comparison for the (Picards, Parisian) x (alcoholic, non-alcoholic) for the two causes
of exits validated the relevance of using this type of model and validated the necessary conditions of temporal
independence and proportional risk.

Other methods such as Schönefeld residues analysis or χ2 adequacy tests were conducted but did not clearly
validate or invalidate Cox's assumptions.

Figure 6 � Gross rates and predicted rates by Cox for di�erent sub-populations
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It can be seen that the prediction curve approximates the raw observation curve. In addition, the two sub-
populations have similar trends, which makes it possible to accept the assumption of proportionality of risks.
The Cox model being well adapted, a variable selection method using the AIC criterion and a step-by-step
method made it possible to make a �rst variable selection. The pathologies previously identi�ed as at risk stand
out relatively well.

Table 3 � AIC �tting and selection. Pre-identify covariate are in bold

However, several problems are highlighted. First of all, the step-by-step procedure is extremely time-consuming.
It took more than 24 hours to execute despite the high computing power available. In addition, the correlation
study normally required prior to the selection process could not be carried out given the excessive size of the
database (89 variables) and the very important inter-correlationships between all pathologies.

Use of penalized regression

The idea of penalized regression is to introduce the step of penalization directly into the problem of optimi-
zing likelihood by adding a constraint on the standard of regression coe�cients of the form :

p∑
j=1

|βj |δ ≤ C

The region of possible values for the regression coe�cients then depends on the value of the parameter δ. For
instance, in dimension 2, possible values for the regression coe�cients β1 and β2 regarding parameter δ have
the following forms :
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Figure 7 � Regions of constraints according to δ

The paper of VERWEIJ[1996] makes it possible to transpose the penalty method commonly used for the
ordinary least squares optimization method to the likelihood optimization calculation.
Imposing a constraint on the coe�cient standard then amounts to directly expressing the penalized partial
likelihood in the following way :

Lpartielle(β) =

D∏
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− p(β, λ)

where p(β, λ) is the penalized function. λ is the intensity parameter or regulation parameter. This parameter
moderates the intensity of the penalty in a linear way.
By varying the value of the regularization constant, we then obtain the following set of solutions :

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− p(β, λ)}

A number of simulations were conducted to test the di�erent penalties in order to select the most appropriate
one to apply to the actual data set available for this study.

For all simulations, censored datasets whose variable of interest veri�es the Cox relationship were simulated :

α(t|Zi(t)) = α0(t)expZ
T
i β

where :

� The basic hazard function was taken equal to α0(t) = 2.t to have a simple and time-dependent expression
(factor 2 was chosen to simplify it when integrating for the calculation of the survival law). This choice
amounts to considering that in the absence of the e�ect of the other variables, the incidence rate increases
linearly over time ;

� For the vector of covariates, it was taken for each individual i a value random according to a uniform law
on the interval [-1 ;1] : ∀ i ∈ J1;nK Zi ∼ U [−1; 1]
For some simulations, more or less strong correlations between certain variables were applied to measure
their e�ects ;

� The fact of setting some coe�cients to zero has �nally made it possible to measure quality selection of
estimators since this means imposing that the associated variables have no in�uence on the output variable.
A good estimator to exclude them. ;

The law of survival as a function of time for an individual i being :

S(t,Zi) = exp[−
∫ t

0

α(s,Zi)ds]
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The intensity of the survival law having been chosen from the form α0(t) = 2.t , we obtain :

S(t,Zi) = exp[−
∫ t

0

2s.expZ
T
i βds]

S(t,Zi) = exp(−t2.eZ
T
i β)

To simulate the occurrence times Ti for each individual i a Monte Carlo method was used by reversing the
conditional survival function and simulating uniform random variables Yi ∈ U [0; 1]

We then obtain for each individual i :
Ti =

»
−exp−ZT

i βlog(Yi)

The Monte Carlo method consists in simulating the random variable Yi (very simple with the R software)
to deduct the Ti times distributed according to a Cox distribution. .

By setting the intrinsic β parameters of the distribution in advance, it was then possible to apply the dif-
ferent regression techniques penalized by LASSO, Ridge, Elastic-net and Adaptive-Lasso to compare them to
the expected and thus deduce which penalty was the most appropriate for data sets including di�erent levels of
correlations, censorship rates or to measure the in�uence of sample size.
These simulations show that Lasso regression allows variable selection since it allows coe�cients to be zero. The
Ridge regression is used to manage problems related to collinearity. Finally, the Elastic-net regression allows
the e�ects of the two penalties to be combined by making a selection and managing the unwanted e�ects of
collinearity. While these conclusions are relatively classic in the context of the penalisation of a regression by
the least squares method, they are well re�ected in the penaliszation of Cox's partial likelihood.

The penalty chosen in view of the large size of the study base, its high collinearity and its censored nature
was thus the Elastic-net regression.

The problem of optimizing Cox's partial likelihood penalized by an Elastic-Net penalty is as follows :

Lpartielle(β) =

D∏
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ(

1

2

p∑
j=1

β2
j +

1

2

p∑
j=1

|βj |)

By varying the value of the regularization constant, we then obtain the following set of solutions :

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ( 1

2

∑p
j=1 β

2
j + 1

2

∑p
j=1 |βj |)}

The regularization path below is the representation of all the values taken by each of the regression coe�cients
as a function of the value of the regularization parameter λ.
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Figure 8 � Demencia of Parisian women

This work was carried out on Parisian women population and Picard men population for the risks of physical
dependency and dementia.

The optimal regulation parameter that minimizes likelihood is a combination of the α parameter that gives
more or less weight to the two components of the net elastic relative to norme l1 and norme l2 and the β
parameter that modulates the intensity of the penalty.

Using a 10-folds cross-validation 6 was with deviance as a predictive measure we determine the optimal
regulation parameter :

Figure 9 � Determination of the Elastic-net parameter λ for the demencia of the Parisian women

The optimal parameters and model settings were obtained for a computation time of few minutes with the
same computation power as during the AIC selection procedure, which took more than 24 hours to execute.

6. The sensitivity study conducted on the number of sub-samples of the cross-validation invited us to choose an
optimal breakdown into 10.
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A comparative table gives the coe�cients obtained according to the two methods :

Table 4 � Comparison of results obtained between AIC and Elastic-net methods for demencia
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The covariates identi�ed as causes of the onset of dementia in the �rst part of this work based on recognized
studies from the medical community appear in bold. It should be noted that all the causes identi�ed a priori
are at the top of the ranking. This con�rms that automatic selection with elastic-net penalisation is e�ective
despite the strong correlations that exist in the study database.

It can also be seen that the selection is better with learning methods than with the traditional method. It
should also be noted that the weight of the risk factor "Alcohol" is much higher with the AIC method than
with the Elastic Net. Indeed, by analogy with the analysis carried out on the simulated data sets, this covariate
captures the information of all the variables correlated to it, something that the Net Elastic manages thanks to
the part of the Ridge type penalty that penalizes the l2 norm of regression coe�cients.

The incidence rates for the 4 sub-populations (Picard, Paris) x (alcohol, non-alcohol) were plotted for the
two dementia and dependencies outings and compared to the work carried out by the Qalydays working group
operating throughout France, the results of which have been published in several internationally recognised
scienti�c journals. Alcoholic populations appear to be more risky than the French reference population Qaly-
days and non-alcoholic populations appear to be less at risk, which seems consistent. Moreover, as expected,
Picards have a greater impact than Parisian women because of their di�erence in gender, standard of living and
access to healthcare.

Figure 10 � Comparison of Cox predictive model for demencia

Although the adjustment quality is not perfect, the advantage of law parameter setting via the Elastic-net
is the great �exibility and speed of execution and selection while managing particularly complex collinearity
problems when the number of variables is so large. This method makes it possible to industrialize modelling to
a large number of sub-populations with great �exibility and satisfactory results.
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Chapitre 1

Cadre de l'étude

1.1 Les risques dépendance et démence

1.1.1 Dé�nitions et mesure de la � Dépendance �, la � Démence � et la � Perte

d'autonomie�

Point de vue des assureurs

L'avancée en âge s'accompagne d'un accroissement des risques de perte d'autonomie, avec pour corollaire
l'augmentation des situations de dépendance. Si les notions de perte d'autonomie et de dépendance sont très
proches, le terme "perte d'autonomie" est souvent préféré puisque moins stigmatisant.
On parle d'état de dépendance lorsque une personne a besoin de faire appel à un tiers pour e�ectuer un ou
plusieurs Actes de la Vie Quotidienne (AVQ). L'origine de cet état peut être physique ou psychique. D'où la
nécessité d'appréhender ces deux composantes dans la dé�nition du risque couvert.
Pour mesurer ce risque, les pouvoirs publics français ont mis en place une grille qui permet de quanti�er le degré
de dépendance.
Ce degré est évalué sur la base de dix critères, mesurant l'autonomie physique et psychique.
En fonction de leur degré de di�culté pour réaliser ces actions, les personnes sont classées en six groupes, dits
� iso ressources � (GIR), de la dépendance la plus légère, le GIR 6, à la plus élevée, le GIR 1. Ces six groupes
sont censés regrouper des personnes qui peuvent avoir des pro�ls d'incapacités di�érents, mais ont besoin d'une
même quantité d'heures de soins. Ces GIR permettent alors de distinguer deux catégories : la Dépendance Totale
et la Dépendance Partielle qui modulent le niveau de garantie présent dans les contrats d'assurance dépendance
en France.

La perte d'autonomie totale a fait l'objet d'une standardisation récente, le label GAD 2016. Ce label com-
prend l'évaluation de 5 AVQ et du MMSE pour le dé�cit cognitif.
La perte d'autonomie totale est ainsi identi�ée selon son type :

� Physique : ≥ 4 AVQ4 (en dépendance totale) ;

� Cognitive : dé�cit cognitif sévère (MMSE ≤ 10) et ≥ 2 AVQ3 (en dépendance partielle voire totale) ;

� Mixte : dé�cit cognitif modéré (MMSE ≤ 15) et ≥ 3 AVQ4 (en dépendance totale).

Dans un contexte assurantiel, l'état de dépendance est donc dé�ni comme la quantité de ressources extérieures
nécessaires à une personne pour e�ectuer les actes basiques de la vie quotidienne. Les termes � Perte d'Autonomie
� et � Dépendance � sont synonymes et regroupent les notions de � dépendance physique � et � dépendance
cognitive � (ou � démence �) sans distinction ; seules leurs conséquences en terme de niveau d'aide par un
tiers importent. Ce niveau d'aide est quanti�able (via la grille AGGIR ou le nombre d'AVQ) ce qui permet
aux pouvoirs publiques et aux organismes d'assurance français de distinguer in �ne deux niveaux de risque
dépendance pour jalonner leurs aides ou couvertures. La dépendance partielle et la dépendance totale.
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1.1. DÉPENDANCE ET DÉMENCE

Point de vue de la profession Médicale

SCHWARZINGER [2018] introduit une correspondance entre la dé�nition médicale de la perte d'autonomie,
c'est-à-dire celle respectant le codage médical préconisé par l'Organisation Mondiale de la Santé, le code CIM-10,
et la dé�nition assurantielle qui di�érencie la dépendance totale et la dépendance partielle par l'intermédiaire
des notions d'AVQ et de Groupe Iso Ressources.
Pour ce faire, le docteur Schwarzinger s'intéresse à une population de patients qui ont l'avantage d'avoir été
d'une part admis à l'hôpital, donc béné�ciant du codage médical CIM-10 et d'autre part ayant été admis dans
des secteurs hospitaliers impliquant également l'évaluation systématique des 6 AVQ.

Identi�cation de la perte d'autonomie à l'hôpital via les standards de l'OMS

Le paragraphe suivant issu de SCHWARZINGER [2018] dé�nit l'identi�cation de la perte d'autonomie à
l'hôpital :
�Le codage médical à l'hôpital est standardisé selon la CIM-10. Il permet d'identi�er deux types de perte d'au-
tonomie à l'hôpital :

� Le codage médical d'une � démence � au sens large (maladies d'Alzheimer et apparentées) permet d'identi-
�er toute perte d'autonomie dite � cognitive � (SCHWARZINGER et al. [2018]). De plus, le codage médical
permet de préciser le niveau de dé�cit cognitif, notamment l'existence d'un dé�cit cognitif sévère (CIM-10 :
F00.xx2 ; F01.xx2 ; F02.xx2 ; F03.xx2), i.e., une perte d'autonomie cognitive � totale �. ;

� Le codage médical d'un état � grabataire � permet d'identi�er une perte d'autonomie � physique � totale.
En e�et, un état grabataire (CIM-10 : R26.30) est dé�ni par l'� état d'une personne con�née au lit ou au
fauteuil par sa maladie, incapable de subvenir seule sans aide et en toute sécurité à ses besoins alimentaires,
d'hygiène personnelle, d'élimination et d'exonération, de transfert et de déplacement.

Dans cette étude, nous avons considéré deux types de perte d'autonomie (cognitive ou physique) au caractère
mutuellement exclusif. En e�et, dans les rares cas (<5 %) où une démence et un état grabataire sont enregistrés
dans le suivi du patient, l'enregistrement de la démence précède le plus souvent celui de l'état grabataire que nous
avons alors identi�é comme une � perte d'autonomie cognitive totale �.
Le codage médical d'une � démence � sans enregistrement d'un dé�cit cognitif sévère interroge sur le caractère
partiel ou total de la perte d'autonomie cognitive. En particulier, l'enregistrement du niveau de dé�cit cognitif
suppose une connaissance �ne du codage médical. En e�et, la facturation des séjours impose un codage CIM-10
de base au 4ème rang alphanumérique, alors que l'enregistrement du niveau de dé�cit cognitif nécessite de coder
jusqu'au 6ème rang alphanumérique (F00.xx2 ; F01.xx2 ; F02.xx2 ; F03.xx2). Dès lors, il est fort probable que
seuls les médecins spécialistes (i.e., neurologues) aient recours à cette possibilité sans qu'il soit possible d'inférer
le niveau de dé�cit cognitif pour la grande majorité des cas enregistrés en dehors des services spécialisés. Aussi,
nous avons cherché à documenter le niveau de perte d'autonomie pour ces patients à partir des AVQ enregistrées
pour la partie des patients hospitalisés en soins de suite (SSR, HAD, PSY).�

Caractère � total � de la perte d'autonomie identi�ée à l'hôpital

L'étude de correspondance entre les codes CIM-10 de l'OMS et la vision assurantielle d'AVQ permet de
classer la perte d'autonomie constatée à l'hôpital comme une dépendance totale dans l'échelle assurantielle
(SCHWARZINGER [2018]) :
� Dans trois secteurs hospitaliers (SSR, HAD, PSY), les soignants évaluent systématiquement 6 AVQ à l'ad-
mission puis toutes les semaines pendant la durée d'hospitalisation. Les 6 AVQ mesurés à l'hôpital présentent
logiquement de fortes similarités avec les 5 AVQ du label GAD, notamment les 4 AVQ évaluant la dimension �
physique � de la perte d'autonomie.
De plus, le niveau d'autonomie est évalué pour chaque AVQ selon la même échelle ordinale :

� indépendance (sans l'intervention d'un tiers) ;

� supervision ou arrangement (présence d'un tiers sans contact physique) ;

� dépendance partielle (aide par un tiers) ;

� dépendance totale (réalisation par un tiers). �

Une approche psychométrique basée sur la théorie de la réponse à l'item a été menée par l'auteur en considérant

23



1.1. DÉPENDANCE ET DÉMENCE

qu'une échelle latente du niveau d'autonomie sous-tend l'ensemble des évaluations des 6 AVQ (De Ayala [2009]).
L'analyse de ces résultats et la comparaison avec les données des patients admis en soins de suite a permis à
l'auteur d'établir que le codage médical de toute perte d'autonomie à l'hôpital (démence ou état grabataire)
correspondait globalement à une perte d'autonomie � totale � dans l'échelle de mesure assurantielle du risque
Dépendance. Pour prendre connaissance de la démarche complète, le lecteur est invité à se référer à l'article
original
(http ://www.ressources-actuarielles.net/C1256CFC001E6549/0/3F7A221B51D221
A2C125839500242D68).

Identi�cation des causes médicales de l'apparition de la démence.

La correspondance entre la dé�nition assurantielle et la dé�nition médicale de la notion de dépendance a été
décrite précédemment de manière à pouvoir établir un lien entre la variable de sortie étudiée dans la base du
PMSI et les standards assurantiels.
Cependant, si la base de données disponible pour l'étude contient certaines variables sociologiques ou des fac-
teurs de risque identi�ables et compréhensibles par l'actuaire, la base contient également des variables dont la
compréhension et l'interprétation sont di�ciles voire impossibles pour toutes personnes non-initiées au milieu
médical.
Dans la suite de ce mémoire, des méthodes dites d'apprentissage vont être utilisées sur ces données médicales.
Ces méthodes sont connues pour prétendre pouvoir réussir à s'a�ranchir de � l'avis d'expert � normalement
indispensable à toute étude statistique de tous domaines confondus. Pour pouvoir véri�er la véracité de cette
assertion, il nous faut pouvoir établir un lien a priori entre la variable de sortie et les variables explicatives
pathologiques disponibles a�n de pouvoir véri�er in �ne si les modèles d'apprentissage obtenus sont satisfaisants
et ont par conséquent réussis à réellement s'a�ranchir de � l'avis d'expert médical�.
Un travail de recherche documentaire a été mené de manière à établir au moyen d'études médicales reconnues,
les facteurs pathologiques susceptibles d'induire le passage à l'état de dépendance (ici cognitive).
Les liens établis ici seront alors confrontés aux résultats obtenus avec les méthodes d'apprentissage, notamment
en termes de sélection des variables pertinentes nécessaires à la construction des modèles de prédiction de la
dépendance.
Le lecteur est invité à se référer à l'annexe 1 pour y trouver la description et la mise en évidence des causes
et facteurs médicaux de l'apparition de la démence. Les notions de prévalence et d'incidence y sont également
rappelées. En e�et, pour quanti�er la présence (ou l'apparition) d'un phénomène, le médecin utilise souvent la
notion de prévalence tandis que l'actuaire s'appuie lui sur celle de l'incidence.

Synthèse des causes médicales d'apparition de la démence.

A la lumière de ces articles, nous pouvons établir que les causes médicales identi�ées par les spécialistes du
domaine médicale pour l'apparition de la dépendance cognitive ou démence sont :

� Parmi les facteurs de risques comportementaux :

� L'alcool

� Parmi les pathologies neurologiques :

� L'épilepsie ;

� La maladie de Parkinson ;
(La maladie se déclarant aux alentours de 70 ans, et la démence Parkinsonienne 10 à 15 ans après,
celle-ci touche les personnes avec des âges très avancés.)

� La sclérose en plaque

� L'hydrocéphalie à pression normale

� L'encéphalite

� Les accidents vasculaires cérébraux

� Les pathologies cardiaques :

� L'hypertension artérielle

� Le diabète
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1.1. DÉPENDANCE ET DÉMENCE

Cette liste n'est pas exhaustive. Cependant le nombre relativement important de causes médicales de démence
identi�ées ici va nous servir d'étalon pour arbitrer quant à la pertinence de la sélection de variables opérée par
les modèles paramétrés par le biais des méthodes d'apprentissage. Le travail de comparaison entre les modèles
prédictifs de la dépendance physique avec ses causes médicales connues n'a pas été traité mais le niveau de
pertinence de la sélection constatée sur la variable de sortie "démence" permettra, par analogie, de juger la
pertinence de sélection des modèles de prédiction de la dépendance physique.

1.1.2 Description de contrats Dépendance

Les assurés qui se couvrent contre le risque dépendance ont généralement le choix en ce qui concerne la forme
du versement des prestations une fois la dépendance survenue : sous forme de rente ou sous forme de capital.
Dans les deux cas, l'assuré devra payer une prime d'assurance (généralement annuelle) calculé en fonction du
montant des prestations souhaitées et de l'âge de l'assuré à partir du moment de la souscription jusqu'à la
survenance. La bonne évaluation du montant de cotisation à �xer par l'assureur est donc fonction d'une part
des taux d'incidence en dépendance (traités dans ce mémoire) mais également des taux de maintien dans cet
état (autrement dit de l'espérance de vie des dépendants, puisque cet état est irréversible).

Les caractéristiques du contrat de Dépendance moyen réalisé sur 52 contrats dépendance par Pro�déo pour
les dossiers de l'épargne donne les éléments suivants :

� L'âge moyen minimum d'adhésion est 33 ans pour la dépendance totale contre 30 ans pour la dépendance
partielle ;

� L'âge moyen d'adhésion est de 60 ans pour la dépendance totale ainsi que pour la dépendance partielle ;

� L'âge moyen maximum d'adhésion est de 74 ans pour la dépendance totale ainsi que pour la dépendance
partielle ;

� Les rentes dépendance moyennes s'étalent de 360 euros à 2500 euros par mois ;

� Les capitaux dépendance moyen vont de 6 000 euros à 100 000 euros ;

� Le délai de carence est de 9 mois pour les maladies physiques et de 33 mois en moyenne pour les maladies
psychiques (ceci pour lutter contre le phénomène d'anti-selection) ;

� La sélection médicale est variable d'un contrat à l'autre ;

� La plupart des contrats prévoient une franchise, de l'ordre de 90 jours ;

Les produits peuvent par ailleurs proposer des garanties supplémentaires comme un capital fracture, un capital
décès, un capital Alzheimer ou encore di�érents types d'assistances particulières (télé assistance, aide ménagère,
formation de l'aidant, répit de l'aidant...).
Le tableau suivant donne un exemple des tarifs de contrats dépendance que l'on peut trouver sur la place pour
4 assureurs di�érents :
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Table 1.1 � Comparatif de produits dépendance privés en France

On remarque que les niveaux des tarifs varient sensiblement suivant le niveau de garanties souhaitées ainsi
que de l'âge à l'adhésion.

1.2 Les données

Les bases de données disponibles pour ce mémoire proviennent du Programme de médicalisation des systèmes
d'information. La richesse et la forte volumétrie de ces données ont permis d'apporter une approche inédite pour
modéliser les phénomènes d'entrée en démence et en dépendance en prenant en compte l'in�uence de nombreux
facteurs de risque et d'informations médicales. Ces données ont été manipulées en accord avec le caractère
con�dentiel que celles-ci revêtent et en conformité avec les dispositions de la CNIL et du RGPD. Dans la partie
précédente, nous avons vu que le diagnostic médical ne permettait de di�érencier que les états "démence",
"dépendance" et "sain" sans atteindre la granularité "dépendance totale" et "dépendance partielle" et encore
moins les 6 niveaux de contraste de la grille AGGIR. Toute dépendance identi�ée dans la base du PMSI est
assimilée à une dépendance totale.

1.2.1 Le PMSI

Le Programme de médicalisation des systèmes d'information (PMSI) est un dispositif qui permet de disposer
d'informations médicales quanti�ées et standardisées. Mis en place en 1982 par Jean de Kervasdoué, responsable
de la Direction des Hôpitaux, son objectif est de dé�nir l'activité des établissements et de calculer l'allocation
budgétaire qui en découle. Pour chaque séjour d'un patient hospitalisé il est réalisé un résumé de sortie stan-
dardisé (RSS). Ce RSS est réalisé le plus tôt possible après la sortie du patient.

Il contient obligatoirement un diagnostic principal, qui est le problème de santé qui a motivé l'admission du
patient dans l'unité médicale (UM), déterminé à la sortie de l'UM.

Le RSS peut aussi contenir un � diagnostic relié � (au motif du séjour), et des � diagnostics associés � (�
signi�catifs � s'ils ont consommé des ressources, � documentaires � dans le cas contraire). Son rôle est d'amé-
liorer la précision documentaire du codage en indiquant la pathologie à l'origine du motif de prise en charge.
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La base disponible pour l'étude contient ainsi l'ensemble des hospitalisations des individus hospitalisés au moins
une fois de 2008 à 2014. Au sein de celle-ci, on retrouve la base exhaustive de tous les cas nécessitant une
hospitalisation (diagnostic principal), les enregistrements de multiples informations médicales au cours des hos-
pitalisations quel qu'en soit le motif (diagnostics associés) ainsi que le suivi exhaustif de la 1re hospitalisation
à la dernière hospitalisation en 2008-2013 (dont le décès à l'hôpital).

Les diagnostics sont codés d'après la CIM-10 (Classi�cation internationale des maladies et recours aux ser-
vices de santé no10) éditée par l'OMS et faisant l'objet d'extensions régulières par le ministère de la santé
français.
La liste contient 14 400 codes di�érents et permet de coder de nombreux diagnostics et situations cliniques ou
sociales. Utilisant des sous-classi�cations facultatives, le nombre de codes peut s'étendre jusqu'à 16 000.

Les données du PMSI restent anonymes. En e�et, un algorithme de hachage transforme les chi�res permettant
l'identi�cation du patient en une chaîne de caractères, chi�res et lettres, par une fonction de calcul complexe et
irréversible.
La fonction de transcription est par ailleurs bijective ce qui implique que pour un patient donné, il existe une et
une seule image par cette fonction. L'algorithme attribue alors la même clé d'identi�cation pour deux observa-
tions d'un même patient ce qui permet d'e�ectuer des analyses statistiques sur la population anonymisée. Cet
algorithme de hachage a été validé par la CNIL en 2001.

Pour cette étude et au vu de la très forte volumétrie des données disponibles sur la France entière, nous nous
sommes limités aux périmètres des hommes picards et des femmes parisiennes. Ces deux populations ont été
choisies du fait de leur forte disparité. Les femmes vivant plus longtemps que les hommes et le niveau de vie et
la facilité de l'accès aux soins étant sensiblement di�érents entre Paris et la Picardie.

Figure 1.1 � Déserts médicaux en France (source : Le Figaro)

27



1.2. LES DONNÉES

Figure 1.2 � Niveaux de vie en France (source : INSEE)

1.2.2 La période d'observation : censure et troncature

Censure et troncature

Les données du PMSI utilisées pour cette étude concernent la période 2008-2013. Nous disposons ainsi des
Résumés des Sorties Standardisés de tous les hommes hospitalisés en Picardie et de toutes les femmes hospita-
lisées à Paris pendant ces 4 années.

Parmi eux, certains sont entrés dans l'état de démence ou de dépendance avant le 01/01/2008. On parle de
données censurées à gauche. Celles-ci ne nous intéresse pas pour mesurer l'incidence des phénomène de perte
d'autonomie. Nous avons donc exclu ces patients du champ d'étude. Plus largement, tous les patients ayant
contracté une maladie grave avant le 01/01/2008 ont été retirés du champ d'étude. On part donc du principe
qu'au début de la période d'observation le 01/01/2008, l'ensemble des patients sont considérés comme sains.

Par ailleurs, certains patients sont entrés à l'hôpital après 2008 et y sont restés jusqu'à �n 2013 sans entrer
pour autant dans l'état de dépendance ou de démence. Ces données sont des données censurées à droite. Celles-
ci sont gardées dans le champ de l'étude car la non survenance de l'événement considéré apporte des informations
au modèle.

En�n il convient de souligner que les patients entrés à l'hôpital après 2008 et qui sont décédés avant la �n
2013 (à l'hôpital ou en dehors) sans être passés par l'état de dépendance physique ou cognitive sont également
des données censurées, on parle cette fois de censure droite aléatoire. En e�et on ne sait pas si la dépendance
serait survenue et le cas échéant, quand elle serait survenue, si le patient n'était pas décédé. On sait tout de
même que, avant le décès, la survenance de l'événement à modéliser (dépendance ou démence) n'avait pas encore
été constatée.

Dans ces travaux, les sorties sont modélisées au moyen d'un modèle de Cox. Ce modèle, qui sera décrit plus en
détail par la suite, a pour objectif de mesurer les écarts entre di�érentes sous-populations, sous réserve de res-
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pecter certaines hypothèses dont l'indépendance des covariables avec le temps et l'hypothèse de proportionnalité
des risques. L'avantage de ce modèle est qu'il respecte le critère informatif de la censure. Cependant, dans un
soucis de simpli�cation, la censure aléatoire induite par le décès sera traitée comme une censure simple ce qui
induit un biais de modélisation et a�ecte l'estimation des écarts relatifs entre les di�érentes sous-populations
étudiées. L'étude et l'introduction de concurrences entre les di�érentes causes de sortie du périmètre d'étude
permet de lever ce biais, on parle de modèles à risques concurrents. Ce mémoire, dont l'accent est mis sur la
comparaison avec des méthodes d'apprentissage, se limite à l'utilisation de modèles non concurrents.

Figure 1.3 � Données tronquées et censurées

1.2.3 Les données de l'étude

Étant donné le nombre très important de codes disponibles dans les données du PMSI, nous nous sommes
appuyés pour cette étude sur les travaux de regroupements opérés dans les travaux SCHWARZINGER [2018].

Regroupement de pathologie

Les codes du PMSI ont été regroupés en 14 groupes de pathologies :

� BLOOD : maladies sanguines ;

� CANCER : cancers ;

� STROKE : AVC ;

� CARDIO : maladies cardiaques ;

� RESP : maladies respiratoires ;

� KiDNEY : maladies rénales ;

� DIG : maladies digestives ;

� ENDOC : maladies endocriniennes ;

� GYNECO : maladies gynécologiques ;

� INFECT : septicémie ;

� NEURO : maladies neurologiques ;

� RHEUM : maladies rhumatologique ;

� TRAUMA : traumatismes ;

� SENSE : cataracte.

Pour chaque groupe, les pathologies sont divisés en "PATHO0" et en "PATHO1" :

Les "PATHO0" sont des pathologies avérées (que l'on a groupées avec d'autres), qui ont été e�ectivement
diagnostiquées.
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Les PATHO1 correspondent quant à elles à des observations d'un ou plusieurs signes cliniques que l'on peut
rattacher à un groupe de pathologies et qui témoignent d'un état de santé dégradé. A noter qu'une "PATHO1"
est nécessairement précédée d'une "PATHO0"

Les covariables utilisées

Le tableau suivant donne la liste exhaustive des di�érentes pathologies présentes dans la base (hors facteurs
de risque), leur codage dans la base et des statistiques élémentaires. Les pathologies a priori responsables de la
démence recensées au chapitre 1 apparaissent sur fond orangé.
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Table 1.2 � Statistiques descriptives des di�érentes pathologies

L'objet de ces statistiques descriptives élémentaires est de décrire la base de données. Les taux exhibés ici
pour chaque pathologie sont calculés comme le simple rapport entre le nombre de cas recensés par le nombre
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d'observations totales. Le caractère censuré des données n'est pas pris en compte. Un patient avec une exposition
d'un jour est décompté au même titre qu'un autre avec une exposition de plusieurs années. Ces taux n'ont
absolument pas à être considérés comme des incidences.
Parmi les facteurs de risque, les taux d'alcooliques, de fumeurs et d'obèses sont les suivants :

Table 1.3 � Statistiques descriptives des di�érents facteurs de risque

Dans la base initiale, nous avons une ligne pour chaque événement médical. Un même patient a donc autant
de lignes que d'événements médicaux constatés à l'hôpital durant la période d'observation (pas nécessairement
durant le même séjour).
Puisque l'on s'intéresse à la dépendance (respectivement la démence), on a créé une base avec une ligne unique
pour un patient et on a crée une indicatrice de censure qui vaut 1 lorsque le patient entre en dépendance (res-
pectivement en démence) et 0 sinon (le patient peut sortir de l'hôpital et être perdu de vue, il peut décéder à
l'hôpital ou il peut être à l'hôpital au 31/12/2013).

Nous avons créé par ailleurs une variable time qui donne l'âge du patient constaté au moment de l'événe-
ment médical.

Par ailleurs, pour chaque covariable pathologique, la valeur a�ectée à la variable correspond à la durée pas-
sée dans la pathologie, ceci pour e�ectuer une pondération des e�ets de chaque pathologie en fonction de
l'importance de la durée passée dans l'état.

Chaque facteur de risque (alcool,tabac,obésité) est représenté par une indicatrice (1 : présence ; 0 : absence).

En�n, nous avons ajouté des proxys croisés avec des données INSEE à partir de la variable département,
sexe et âge pour avoir une mesure de l'in�uence des deux facteurs sociaux suivants :

� cp_immi : variable informant sur le taux d'immigration (0=1er quartile,1=2me quartile,2=3me quartile,3=4me

quartile) ;

� cp_dipl0 : variable informant sur le taux d'individus diplômés de niveau inférieur (BEPC max) diplômés
du BAC (0=1er quartile,1=2me quartile,2=3me quartile,3=4me quartile) ;

La covariable CANCER1_PROSTATE n'apparait pas pour la population parisienne car c'est une pathologie
exclusivement masculine et que la pathologie GYNECO0_ALL n'apparait pas pour la population picarde car
c'est une pathologie uniquement féminine.

Quelques résultats statistiques

Dans un but descriptif, on trace ci-dessous quelques fonctions de survie relatives aux pathologies dont l'in-
�uence sur la dépendance a été identi�ée comme importante (au regard de l'étude préliminaire fondée sur des
travaux médicaux. Celles-ci sont estimées par l'estimateur de survie de Harrington-Flemming suivant :

Ŝ(ti) = exp

Å
−

i∑
j=1

dj
Yj

ã
où t1 < t2 < · · · < tD représentent les dates distinctes d'événements.
Pour chaque i = 1, . . . , D, Yi représente le nombre de patients non encore atteints juste avant ti et di le nombre
d'entrées dans la pathologie à ti.
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L'avantage de cet estimateur est qu'il est compatible avec la censure à droite, en e�et le nombre d'individu
à risque Yi évolue entre chaque date d'événements, ce qui permet d'estimer la fonction de survie sur une somme
de petits intervalles de temps complets (au même titre que la méthode de Kaplan-Meier).

Nous avons choisi de présenter les statistiques de chaque pathologie à l'aide de cet estimateur car il sera réutilisé
par la suite pour estimer la fonction de hasard de base dans le modèle de Cox pour estimer les risques démence
et dépendance. En e�et cet estimateur et sa forme exponentielle sont compatibles avec le modèle de Cox qui est
multiplicatif et s'exprime également sous forme exponentielle.

Dans les graphes suivants, tous les individus sont sains au départ, la probabilité de ne pas avoir contracté
la maladie est alors égale à 1. Elle décroit ensuite au rythme de la probabilité de contracter la maladie considé-
rée.
L'échelle de l'axe des ordonnées (probabilité d'être sains) est di�érentes entres les graphes pour améliorer la
lisibilité des courbes.
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La pathologie la plus représentée, parmi celles identi�ées en préambule comme à risque par la profession médicale,
est l'hypertension artérielle 1. Celle-ci atteint une probabilité de survenance de 50% pour les âges les plus avancés
(supérieurs à 90 ans). Les autres pathologies sont plus rares (avec des taux d'incidence n'excédant pas plus de
5% même pour les âges les plus avancés)

1. variable CARDIO_HBP
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Chapitre 2

Modélisation par un modèle de Cox

2.1 Éléments théoriques - Le modèle de Cox

La régression de Cox est un modèle de régression à risque proportionnel. Elle doit son nom au statisticien
britannique David Cox. La régression de Cox appartient à la classe des modèles de survie dont la fonction est
d'étudier le temps écoulé avant qu'un événement ne se produise. Historiquement, l'évènement modélisé par la
régression de Cox était le décès de l'individu. C'est pour cette raison que l'on parle de � modèles de survie �
pour caractériser ces modèles. Cependant, l'utilisation du modèle s'est étendue à tout type d'évènements comme,
dans le cadre de notre étude, l'entrée dans l'état de dépendance physique ou cognitive.

Le premier obstacle rencontré dans la modélisation d'une durée réside dans la nature des données utilisées
pour la mener. En e�et, il n'est pas envisageable de suivre les individus sur une période telle que la vie humaine.
De ce fait, les observations pour lesquelles l'évènement que l'on cherche à modéliser ne s'est pas produit, ne
fournissent au modèle qu'une information partielle. Nous ne pouvons en e�et pas a�rmer si l'individu entrera
dans l'état de dépendance ou non une fois sortie du périmètre d'étude. Et si tel est le cas, au bout de combien
de temps il entrera dans l'état. On parle ainsi, comme nous l'avons abordé dans la partie précédente de données
tronquées ou censurées.

L'avantage du modèle de Cox est qu'il permet de prendre en compte ce type de données même si elles ne
sont pas � complètes �. Notre étude portant sur un périmètre d'observation de 4 ans et celle-ci cherchant à
modéliser un phénomène dont l'incidence peut intervenir à n'importe quel moment de la vie humaine, l'utilisa-
tion d'un modèle gérant les données tronquées ou censurées est alors nécessaire. Nous rappellerons comment se
calcule la vraisemblance en prenant en compte le phénomène de censure.

2.1.1 Rappels sur le modèle de Cox

La régression de Cox fait partie de la famille des modèles multiplicatifs. En e�et, conditionnellement aux
caractéristiques de l'individu i donné, la fonction d'incidence de cet individu est construite de la façon suivante :

α(t|Zi(t)) = α0(t)exp(Z
T
i β)

Avec :

� α0(t) le risque de base, une fonction non spéci�ée (intensité en l'absence d'e�et des covariables) ;

� Zi le vecteur des covariables pour un individu i ;

� β les mesures d'in�uence des covariables sur l'intensité ;

On construit ainsi la fonction d'incidence de l'individu i conditionnellement à ses caractéristiques propres. Celles-
ci sont modélisées au travers du vecteur de covariables Zi qui regroupe l'ensemble des valeurs prises par chacune
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des variables explicatives choisie pour l'étude. La forme de la fonction d'incidence conditionnelle ainsi écrite fait
alors apparaitre deux facteurs :

Le premier appelé fonction de hasard de base est une fonction uniquement dépendante du temps.

Le second est un facteur ne dépendant quant à lui que de l'individu i. Celui-ci est construit avec une exponen-
tielle dont l'argument s'exprime sous forme vectorielle comme le produit scalaire de la transposée du vecteur
des covariables par le vecteur des coe�cients à déterminer par la régression. On retrouve dans l'exponentielle
la forme classique d'une régression linéaire avec une somme de variables explicatives chacune a�ectée par son
propre coe�cient de régression. Le rôle de ces coe�cients étant de pondérer l'e�et de la variable explicative sur
la variable à expliquer.

La fonction d'incidence ainsi dé�ni pour un individu i donné est alors le produit d'un facteur véhiculant l'in-
formation liée au vieillissement (ce dernier étant commun à tous les individus) et d'un facteur propre à chaque
individu. Ce dernier ayant la particularité de s'exprimer de façon exponentielle, ce qui implique que pour deux
individus i et j ayant des vecteurs de covariables Zi et Zj , le rapport de leurs fonctions d'incidence s'écrit :

α(t|Zi(t))
α(t|Zj(t))

=
expZ

T
i β

expZ
T
j β

= exp(Zi−Zj)
T β

� ne dépend que des individus i et j ;

� est constant au cours du temps.

Ceci confère au modèle la caractéristique de modèle multiplicatif. En e�et, l'e�et de chaque covariable est
caractérisé de façon linéaire dans l'exponentielle. On peut alors sortir chacun des termes sous forme d'un produit
d'exponentielles. Par exemple, pour deux individus dont les covariables sont toutes strictement identiques sauf
la kieme, on aura :

~Zi


zi,1
zi,2
...
zi,k
...
zi,n


,

~Zj


zj,1 = zi,1
zj,2 = zi,2

...
zj,k 6= zi,k

...
zj,n = zi,n


ainsi :

α(t|Zi(t))
α(t|Zj(t))

=
expZ

T
i β

expZ
T
j β

= exp(Zi−Zj)
T β = exp(zi,k−zj,k)β

On a constaté également que l'évolution de l'incidence dans le temps est indépendante des caractéristiques
des individus. Par exemple, en ne faisant varier que le sexe, le modèle supposerait que toutes choses égales par
ailleurs, l'évolution de l'incidence dans le temps serait similaire pour un homme et une femme. Graphiquement
ceci se traduirait par des courbes de survie parallèles pour chacun des individus. Cette hypothèse forte est
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appelée hypothèse de risques proportionnels.

Le modèle ainsi dé�ni peut alors être estimé à partir des données. Comme dans toute étude de régression,
il s'agit alors de trouver le vecteur de coe�cients β qui fait correspondre au mieux le modèle avec la réalité.
Pour se faire, on rencontre classiquement deux méthodes pour estimer le vecteur des coe�cients dans le cadre
d'une régression.

La première méthode, dite méthode des moindres carrés ordinaires, cherche à minimiser l'erreur totale ré-
sultante de la di�érence quadratique entre chaque observation de l'échantillon et chaque estimation associée. Le
problème, dans le cas présent, est que cette méthode ne peut s'appliquer que pour des modèles paramétriques.
En e�et, pour pouvoir calculer l'erreur pour une observation donnée il faut pouvoir être en mesure d'évaluer
une estimation de celle-ci au moyen de ces paramètres. Or la forme de la fonction d'incidence que l'on cherche
à modéliser est le produit d'un facteur qui dépend bien des paramètres du modèle mais d'un autre facteur qu'il
n'est pas possible d'estimer au moyen de ces seuls paramètres. On parle dans ce cas de modèle semi-paramétrique.

L'autre méthode classiquement utilisée pour paramétrer un modèle de régression est la méthode du maxi-
mum de vraisemblance. Elle a pour vocation initiale de maximiser le produit des densités de la loi que l'on
cherche à paramétrer en chaque point observé. En d'autres termes on cherche les paramètres qui maximisent le
poids des densités de probabilité des observations les plus fréquentes par rapport à celles moins fréquentes. Ce
qui pourrait s'interpréter comme dé�nir le jeu de paramètres pour une loi donnée qui maximiserait les chances
de retirer exactement le même échantillon si l'on souhaitait le reproduire aléatoirement avec cette loi.

2.1.2 Calcul de vraisemblance et prise en compte de censure dans les modèles de

durée

Nous allons par la suite utiliser la technique de maximum de vraisemblance pour paramétrer nos modèles.
Nous rappelons ci-après son expression :
PLANCHET et THEROND [2000] démontrent que la vraisemblance du modèle associé aux observations (t1, d1), ..., (tn, dn)
s'écrit :

L(β, h0) = {
n∏
i=1

h0(ti)e
βT zi}diexp(−

∫ Ti

0

h0(t)eβ
T zidt)

La maximisation de la vraisemblance étant impossible dans le cadre d'un modèle semi-paramétrique, nous rap-
pelons l'expression de la vraisemblance partielle. Celle-ci est obtenue en considérant qu'aucune information ne
peut être donnée sur β sur les intervalles pendant lesquels aucun événement n'a eu lieu. Il est alors supposé que
h0 est nulle dans ces intervalles. Il est ainsi supposé que les moments où se produisent les censures n'apportent
peu ou pas d'information sur β. On travaille alors conditionnellement à l'ensemble des instants où un décès a lieu.

A l'instant Ti, il y a R(Ti) patients encore à risque, la probabilité d'occurrence de l'événement en Ti de chaque
sujet j est donné par la formule :

Lpartielle(β) =

D∏
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)

L'estimateur du maximum de vraissemblance est l'estimateur qui associe aux observations la valeur pour laquelle
la probabilité de l'observation est la plus importante. C'est la valeur β̂ de β qui maximise Lpartielle(β), c'est à
dire, telle que :

∂Lpartielle(β̂)

∂β̂
= 0
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2.2 Étude pratique - Modélisation des données de l'étude à l'aide d'un
modèle de Cox

2.2.1 Validation des hypothèses du modèle

Avant d'interpréter le modèle, il est utile de voir si l'hypothèse d'un modèle à risques proportionnels est
véri�ée (forme multiplicative et covariables indépendantes du temps). Cette véri�cation est à faire sur le modèle
global, avant même d'interpréter les tests (qui ne sont pas valables lorsque l'hypothèse n'est pas véri�ée), et
avant de sélectionner des variables : il se peut qu'une covariable ait un e�et non signi�catif lorsque cet e�et est
moyenné dans le temps mais qu'elle ait une interaction signi�cative avec le temps. C'est pourquoi il vaut mieux
tester l'hypothèse des risques proportionnels avant d'interpréter la signi�cativité des e�ets

Test analytique - Hypothèse de nullité des coe�cients - Qualité d'ajustement globale du modèle

Un test du χ2 global est e�ectué en plus des tests du χ2 variable par variable. Le test du χ2 pour la jme

covariable consiste à tester l'hypothèse nulle :

H0 : β(j)(t) = β(j) contre H1 : β(j)(t) 6= β(j)

tandis que le test global du χ2 consiste à tester l'hypothèse nulle :

H0 : β(t) = β contre H1 : β(t) 6= β

où β(t) = (β(1)(t), ..., β(p)(t))′ représente le vecteur des paramètres que l'on autorise à dépendre du temps t.

Les sorties R présentées en annexe donnent les résultats des tests du χ2 pour chacune des variables dispo-
nibles :

Le test du χ2 permet de rejeter ou non l'hypothèse H0 en s'intéressant à la probabilité (appelée p-value) que
l'hypothèse ne soit pas véri�ée.
La p-value associée à l'hypothèse nulle : β(t) = β s'élève ici à 4, 74.10−11. Le critère de rejet de l'hypothèse
usuellement retenu est une p-value supérieur à 5%. Dans le cas présent, on accepte alors l'hypothèse selon
laquelle β(t) = β, cependant, plus le modèle a de variable, plus il est probable que ce score soit très faible. Il
est donc di�cile de valider l'hypothèse par cette méthode. De plus, on constate que l'hypothèse, selon laquelle
les coe�cients sont constants au cours du temps, ne se véri�e pas pour chaque variable.

Hypothèses de proportionnalité

Test graphique et analyse des résidus

Pour valider l'hypothèse de proportionnalité, une méthode consiste à comparer les courbes d'incidence consta-
tées sur plusieurs sous-populations et véri�er que celle-ci s'obtiennent au moyen d'une simple translation. La
di�culté est de trouver des sous-populations su�samment volumineuses (pour que les taux bruts constatés sur
l'échantillon soient su�samment stables) et su�samment hétérogènes en termes de risques pour que les courbes
ne se confondent pas. La variable alcool 1 étant a priori signi�cative et la population d'alcooliques étant su�-
samment importante (respectivement 15 845 et 10 791 Parisiennes et Picards alcooliques), nous nous intéressons
à ces 4 sous-populations pour les deux sorties démence et dépendance physique pour valider l'hypothèse HP :

1. variable fdr aud all
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Figure 2.1 � Taux bruts et taux prédits par Cox pour di�érentes sous-populations

Le graphique le plus explicite est celui des Parisiennes pour la démence, on constate que les incidences brutes
et les prédictions de Cox sont proches. De plus, les deux sous-populations alcooliques et non alcooliques semblent
relativement "parallèles". On peut faire les mêmes constats sur les autres graphiques bien que la forte volatilité
des taux bruts des populations alcooliques ainsi que la moins forte hétérogénéité des sous-populations à leurs
risques respectifs rendent la lecture moins évidente.
Par ailleurs, de nombreuses procédures de véri�cation des hypothèses du modèle de Cox sont fondées sur les
résidus. Leurs valeurs sont calculées pour chaque individu. Ces résidus ont la particularité d'avoir un compor-
tement connu, du moins approximativement, lorsque les hypothèses du modèle sont remplies.

Les résidus de Schönefeld calculés par le logiciel R se présentent sous la forme d'une matrice à p colonnes
qui a autant de lignes qu'il y a d'observations non-censurées dans les données. Les lignes sont ordonnées par
durées de vie croissantes. Les résidus de Schönefeld mesurent la distance entre le vecteur covariable des sujets
et la moyenne pondérée des vecteurs covariables des sujets à risque. Les résidus de Schönefeld servent à évaluer
la tendance au cours du temps et donc à tester l'hypothèse des hasards proportionnels (qui dit que le log-ratio
ne doit pas dépendre du temps).
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Figure 2.2 � Matrice des résidus de Schönefeld pour les Parisiennes pour le risque dépendance

Le résidu correspondant à la covariable j et à la ième durée non-censurée est donné par :

Ŝcho
(j)

i = Z
(j)
i − Z̄

(j)(β̂, Ti)

où : Z̄(β, t) = (Z̄(1)(β, t), ..., Z̄(p)(β, t))

est le vecteur moyenne pondérée à l'instant t des vecteurs de covariables des sujets à risque à l'instant t dont la
jème coordonnée est donnée par :

Z̄(j)(β, t) =

n∑
k=1

I(Tk ≥ t)exp(β′Zk)∑n
l=1 I(Tl ≥ t)exp(β′.Zl)

Z
(j)
k

Les graphes ci-dessous représentent les tracés des résidus de Schönefeld pour quelques covariables de la base des
parisiennes pour le risque dépendance.
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On constate que les log-ratios sont relativement uniformément répartis autour de l'axe des abscisses qui
représente le temps. Au vu de ces graphes, on peut considérer que l'hypothèse de proportionnalité est bien
véri�ée. Ceci a été véri�é pour les 89 variables des bases Picards et Parisiennes pour les risques dépendance et
démence.

Il existe par ailleurs des modèles de régression comme le CART fondés sur des arbres de régression qui per-
mettent de s'a�ranchir de l'hypothèse de proportionnalité. Les travaux de Lopez [2016] traitent par exemple la
modélisation de données censurées par le biais de ces méthodes.

2.2.2 Fonction de survie et taux d'incidences brutes

Les graphes ci-dessous représentent les fonctions de survie des phénomènes de dépendance physique et de
démence pour les populations picardes et parisiennes :
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L'intervalle de con�ance associé à la fonction de survie S(t), sous l'hypothèse que l'erreur de S(t) est distribuée
normalement, est donné par la formule :

IC = Ŝ(t)± Zα/2
»
V ar(Ŝ(t))

avec Zα/2 la valeur critique de la loi normale centrée réduite qui donne une probabilité d'erreur de α pris ici à
5%.

Les courbes représentant les taux d'incidence s'en déduisent. Ci-dessous sont représentés les taux d'incidence
brutes constatés sur les bases des populations parisiennes et picardes pour les phénomènes de dépendance
physique et de démence :

Figure 2.3 � Taux bruts démence et dépendance physique

Comme nous nous y attendions, nous constatons que la population picarde est plus à risque que la population
parisienne et ce, aussi bien pour le risque dépendance physique que le risque démence. Ceci s'explique a priori
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par l'in�uence du sexe et par celle du niveau de vie mais aussi par les disparités en termes d'accès aux soins entre
ces deux populations. Pour la dépendance physique comme pour la démence, l'incidence est presque nulle avant
70 ans mais croit sensiblement pour les âges plus avancés. L'incidence de la démence augmente en e�et quasi
linéairement après 70 ans pour atteindre une incidence d'environ 6% à 100 ans. Le constat est identique pour la
dépendance physique avec une évolution à peu près linéaire qui commence à 70 ans et qui atteint une incidence
de 1.5% à 100 ans. Les courbes bleues claires et marron correspondent aux lois d'incidence construites par le
groupe de travail Qalydays sur la France entière et constitueront pour la suite des travaux une base de référence
pour juger de la bonne qualité de prédiction des modèles construits. Comme mentionné précédemment, le fait
de ne pas tenir compte du caractère informatif de la censure aléatoire engendre un biais sur l'estimation des
coe�cients de régression. Par ailleurs, les taux d'incidence bruts présents dans les graphes ci-dessus concernent
une population de personnes à risque puisqu'elles sont déjà présentes à l'hôpital et surestiment donc l'incidence
sur la population française. Les travaux de Q.GUIBERT [2018] fournissent une estimation du risque de base
pour la démence et la dépendance sans ce bais.
L'étude des coe�cients de Cox qui s'en suit va permettre de mettre en lumière les facteurs les plus in�uents
quant à l'apparition de ces deux phénomènes.

2.2.3 Sélection des covariables

Nous sommes maintenant en mesure d'estimer la valeur des coe�cients de Cox pour un ensemble de cova-
riables données à partir de nos populations. Il se pose alors la question du choix des variables les plus pertinentes.
Le critère d'information d'Akkaike plus communément appelé critère AIC permet de mesurer la qualité d'un
modèle prédictif tout en pénalisant le nombre de variables de celui-ci a�n de respecter le principe de parcimonie.
Le critère d'information d'Akaike s'écrit comme suit :

AIC = 2k − 2ln(L)

où k est le nombre de paramètres à estimer du modèle et L est le maximum de la fonction de vraisemblance du
modèle.
Si l'on considère un ensemble de modèles candidats, le modèle choisi est celui qui aura la plus faible valeur
d'AIC.
L'AIC est d'autant plus faible que la vraisemblance est élevée et que le nombre de variables est restreint. Le
critère AIC représente donc un compromis entre le biais, diminuant avec le nombre de paramètres libres, et la
parcimonie, volonté de décrire les données avec le plus petit nombre de paramètres possibles.

Lorsque le nombre k de variables explicatives disponibles n'est pas trop élevé, il est envisageable de consi-
dérer tous les modèles possibles :
On a :

Ckr = k!
r!(k−r)!

modèles di�érents faisant intervenir r variables explicatives.

Ce qui fait : ∑
k
r=0C

k
r = 2k

Il y a dans notre cas 289 ' 1026 modèles possibles, soit l'ordre de grandeur du nombre d'atomes dans le corps
humain.
La méthode dite "Best Subsets Regression" visant à ajuster l'ensemble des modèles possibles est donc in-
envisageable en pratique avec notre jeu de données.
Pour mettre en ÷uvre la sélection de modèles au moyen du critère AIC et pour éviter de calculer l'exhaustivité
des modèles possibles, on utilise généralement les méthodes pas à pas dite ascendantes, descendantes ou une
combinaison des deux.

Méthode AIC forward

La méthode AIC forward consiste à partir du modèle avec comme unique variable celle ayant le critère AIC
le plus faible et d'ajouter pas à pas les variables qui respectent la contrainte d'AIC la plus faible.
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La méthode ascendante est très satisfaisante pour l'utilisateur préférant avoir toutes les variables possibles a�n
de ne rien ignorer mais elle a un inconvénient majeur, il n'est plus possible de réintroduire une variable une fois
qu'elle a été supprimée.

Méthode AIC backward

La méthode descendantes part quant à elle du modèle complet et cherche à éliminer pas à pas les variables
en gardant la logique d'avoir le critère AIC toujours le plus faible.
La méthode ascendante évite de travailler avec plus de variables que nécessaire, améliore l'équation à chaque
étape. Mais l'inconvénient majeur de la méthode descendante réside dans le fait qu'une variable introduite dans
le modèle ne peut plus être éliminée. Le modèle �nal peut alors contenir des variables non signi�catives. Ce
problème est alors résolu par la procédure stepwise qui combine les deux méthodes.

Méthode AIC stepwise

La méthode stepwise est une amélioration de la méthode ascendante. En e�et à chaque étape, nous réexa-
minons toutes les variables introduites précédemment dans le modèle. En e�et, une variable considérée comme
signi�cative à une étape de l'algorithme peut à une étape ultérieure devenir non signi�cative en raison de ces
corrélations avec d'autres variables introduites après coup dans le modèle.
La procédure stepwise propose après l'introduction d'une nouvelle variable dans le modèle de réexaminer le
critère AIC pour chaque variable explicative anciennement admise dans le modèle. Après réexamen, si des va-
riables ne sont plus signi�catives, alors elle retire du modèle la moins signi�cative d'entre elles. Le processus
continue jusqu'à ce que plus aucune variable ne puisse être introduite ni retirée du modèle.

2.2.4 Comparaison des résultats

Ci-dessous, on présente les résultats pour les di�érentes méthodes AIC pas à pas appliquée aux deux bases
pour chacune des deux sorties dépendance et démence.
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Figure 2.4 � Comparaison des méthode pas à pas
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Un problème majeur rencontré pour l'établissement de ces méthodes réside dans le temps nécessaire pour
exécuter ces calculs. En e�et, la procédure backward a mis plus de 24h à être exécutée sur la base des Parisiennes
et ce malgré l'utilisation d'une machine avec un puissance de calcul élevée qui comporte 16 c÷urs de 2.6 GHz
par processeur pour une mémoire vive totale de 64 GB. Cependant, le principe de la procédure ne permet pas
d'utiliser chacun des 16 c÷urs de façon simultanée. En e�et, chaque pas étant déterminé par le pas précédent,
cela empêche d'utiliser une méthode de parallélisation pour cet algorithme.

Les coe�cients obtenus sont classés par ordre décroissant par rapport au périmètre de la population pari-
sienne pour le risque démence avec la méthode stepwise. On remarque que les résultats obtenus pour les trois
méthodes sont très proches, cependant le processus de sélection est très mauvais pour la méthode forward.
Les variables identi�ées comme à risque pour la démence dans la première partie apparaissent en gras. On re-
marque que le facteur de risque "Alcool" apparait en première position avec un coe�cient multiplicatif de 4,14.
Ceci implique que les personnes alcooliques auraient plus de 4 fois plus de chance de contracter une démence
que les non alcooliques. Les facteurs de risque "Tabac" et "Obésité" ainsi que certains cancers complètent la
liste des causes principales de démence. Les facteurs en gras identi�és dans la première partie ressortent bien
comme causes explicatives d'entrée en démence puisque celles-ci sont toutes supérieures à 1. (mis à part AVC
ischémiques qui n'est pas sélectionné). On constate en e�et qu'une Parisienne qui contracte la maladie de Par-
kinson a 29% de chance en plus de devenir démente qu'une Parisienne n'ayant pas cette maladie.
On remarque par ailleurs que pour une même cause de sortie, l'intensité des coe�cients est très proche entre
les deux populations parisienne et picarde, ce qui montre la robustesse du modèle. Cependant les di�érences
intrinsèques entre ces deux populations (sexe, niveau de vie, inégalité d'accès aux soins) expliquent qu'il y ait
des écarts. On véri�e cela avec l'exemple du cancer du sein 2, exclusivement féminin (qui sur représente respec-
tivement le risque dépendance et le risque démence de facteur de 1,51 et 1,44 pour les femmes alors qu'il n'est
pas sélectionné pour les hommes.)
En�n, on remarque que les causes de démence sont proches de celles de la dépendance physique. En e�et les 4
facteurs les plus in�uents ressortent dans le même ordre pour les deux pathologies et avec des intensités proches.
Cependant certains facteurs comme l'obésité 3 ont des intensités sensiblement di�érentes pour les deux causes
de sortie : pour les parisienne on observe une intensité de 1,77 pour la démence versus 2,01 pour la dépendance ;
pour les picards on observe une intensité de 1,26 pour la démence versus 1,36 pour la dépendance.

2. CANCER1_BREAST
3. fdr_obesity_all
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Chapitre 3

Modélisation par un modèle de Cox

et introduction de méthodes

d'apprentissage

Introduction de la partie III

Dans la section précédente, nous avons vu que les étapes de paramétrage du modèle de Cox et de sélection
des variables étaient séparées dans le cadre d'une procédure classique et que cela avait un e�et très chronophage
lorsque la dimension de la base d'étude était importante. Le cadre classique obligeant en e�et à e�ectuer le
calcul d'optimisation de la vraisemblance partielle autant de fois que la procédure de sélection l'imposait. Bien
que les procédures de sélections de variables pas à pas n'imposent pas de calculer tous les modèles possibles, ces
méthodes restent toutefois très lourdes à mettre en ÷uvre dans le cas de données de très grandes dimensions
avec par exemple un temps de calcul supérieur à 24h dans notre cas.

L'idée de la régression pénalisée est d'inclure l'étape de pénalisation directement dans le problème d'opti-
misation de la vraisemblance en ajoutant une contrainte sur la norme des coe�cients de régression.
Une famille de procédures de sélection de variables s'appuyant sur le concept de pénalisation de la vraisem-
blance a été proposée dans un premier temps en 2001 par Fan et Li pour des modèles paramétriques comme la
régression linéaire, la régression linéaire robuste et les modèles linéaires généralisés. A travers ces travaux, Fan
et Li ont démontré que ces procédures étaient aussi performantes que si l'ensemble des données signi�catives
était déjà connu à l'avance. Une telle propriété est appelé une propriété Oracle. Par la suite, en 2002, Fan et Li
se sont attardés au cas de la pénalisation de la vraisemblance partielle dans le cas d'un modèle de Cox.

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons en particulier aux pénalisations de type Ridge, LASSO, E-net et
Adaptive-LASSO. Avant d'appliquer ces di�érentes pénalisation à notre jeu de données, nous allons d'abord
tester de façon empirique la convergence des estimateurs issus de chacune de ces régressions pénalisées sur un
jeu de données simulées. Nous mesurerons également la qualité de sélection de chacune de ces procédures et
comparerons par rapport à la procédure classique fondée sur une méthode pas à pas s'appuyant sur le critère
d'Akkaike.

En�n nous appliquerons ces di�érentes méthodes à notre jeu de données et tacherons de comparer leurs perfor-
mances respectives avec celles de la méthode classique décrite dans le chapitre précédent.
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3.1 Éléments théoriques - Présentation des concepts de pénalisation
et d'apprentissage supervisé

3.1.1 Principe de la régression pénalisée

L'idée de la régression pénalisée est d'introduire l'étape de pénalisation directement dans le problème d'op-
timisation de la vraisemblance en ajoutant une contrainte sur la norme des coe�cients de régression de la forme :

p∑
j=1

|βj |δ ≤ C

La région des valeurs possibles pour les coe�cients de régression dépende alors de la valeur du paramètre δ.
Par exemple, en dimension 2, les régions autorisées des coe�cients β1 et β2 en fonction du paramètre δ ont les
formes suivantes :

Figure 3.1 � Régions des contraintes en fonction de δ

Les travaux de VERWEIJ [1996] permettent de transposer la méthode de pénalisation, couramment rencon-
trée pour la méthode d'optimisation des moindres carrés ordinaires, au calcul d'optimisation de la vraisemblance.
Le fait d'imposer une contrainte sur la norme des coe�cients revient alors à exprimer directement la vraisem-
blance partielle pénalisée de la façon suivante :

Lpartielle(β) =

D∏
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− p(β, λ)

Où p(β, λ) est la fonction de pénalisation. λ est le paramètre d'intensité ou paramètre de régularisation. Ce
paramètre modère l'intensité de la pénalisation de façon linéaire.

En faisant varier la valeur de la constante de régularisation, on obtient alors l'ensemble de solutions suivant :

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− p(β, λ)}

Cet ensemble de solutions s'appelle le chemin de régularisation. Le chemin de régularisation est une repré-
sentation de l'ensemble des valeurs prises par chacun des coe�cients de régression en fonction de la valeur du
paramètre de régularisation λ. Le nouveau problème revient alors à trouver la valeur optimale du compromis λ.
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Figure 3.2 � Chemin de régularisation

Le chemin de régularisation ci-dessus est donné à titre illustratif. On remarque qu'en faisant varier l'intensité
du paramètre de pénalisation on obtient des valeurs di�érentes pour le vecteur β = (β1, β2, . . . , βn) dé�ni comme
l'intersection des n courbes avec la droite verticale x = λ.

Pour λ = 0 (log(λ) → −∞), en rouge sur le graphe
il n'y a aucune pénalisation. Nous sommes dans le cadre d'une régression classique avec un modèle complet qui
sélectionne les n variables.

Pour λ→∞ (log(λ) → 0), en vert sur le graphe
la pénalisation est in�nie. Le modèle sélectionné est le modèle trivial à 0 variable.

Entre ces deux cas extrêmes, il existe une valeur du paramètre de régularisation optimale. Cette valeur doit
être su�samment petite pour ne pas trop pénaliser le modèle et ainsi le décrire par un nombre su�sant de
variables. Cette valeur doit par ailleurs ne pas être trop importante au risque de sélectionner trop de variables
et de dégrader le caractère parcimonieux du modèle.

Pour trouver λoptimal, en bleu sur le graphe
nous utiliserons des méthodes d'apprentissage qui seront décrites par la suite.

L'un des gros avantages de l'utilisation de cette technique réside dans la très grande rapidité de mise en ÷uvre
des calculs et de la sélection. En e�et, comme nous le verrons plus en détails par la suite, en utilisant la même
machine que pour la sélection pas à pas du chapitre précédent, les temps de calcul nécessaires à la génération
des chemins de régularisation et le temps nécessaire pour trouver le paramètre de régularisation optimale est
d'environ 15 min sur la base de données du PMSI. La méthode classique pas à pas utilisée dans la deuxième
section prenait quant à elle plus de 24h pour e�ectuer la sélection. Le gain de temps est considérable (la régres-
sion pénalisée est environ 100 fois plus rapide)
Comme évoqué en introduction, il existe plusieurs types de pénalisation. Parmi celles-ci seront introduites les
pénalisations Ridge, LASSO, Elastic-net et Adaptative LASSO.

Pénalisation Ridge

La régression Ridge pénalise la vraisemblance par la somme des carrés des paramètres de régression.
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La pénalisation Ridge s'écrit :

p(β, λ) = λ.

p∑
j=1

β2
j

Dans le cadre de variables fortement corrélées, l'identi�cation des coe�cients de régression est di�cile et a
tendance à engendrer une grande variance. En e�et, un coe�cient particulièrement grand et positif sur une
certaine variable peut être compensé par un autre coe�cient également important et négatif sur une variable
corrélée avec la première. Ainsi, la contrainte Ridge imposant une pénalité sur le carré des coe�cients de ré-
gression, le phénomène décrit ci-dessus disparait. Les variables corrélées seraient ainsi toutes deux fortement
pénalisées.

Le problème de la régression Ridge est que, du fait de sa forme, elle ne permet pas d'annuler les coe�cients de
régression. Le schéma 1 suivant illustre la di�culté de la contrainte Ridge à annuler les coe�cients de régréssion
dans le cas d'une régression linéaire classique avec deux variables explicatives.

Figure 3.3 � Illustration de la contrainte Ridge

La zone bleue est la région de la contrainte dé�nie en �gure 3.1 pour δ = 2. Dans le cas bi-dimensionnel
facilement modélisable graphiquement, on voit que la contrainte sur la somme des carrés des deux coe�cients
est l'équation d'un disque :

β2
1 + β2

2 ≤ t2

Les courbes iso-erreur pour une régression classique sont des ellipses (ou plus généralement des coniques si
la dimension excède 2) d'équation ‖Xβ̂ − Y ‖2= c . Plus les βi sont élevés, plus la vraissemblance est im-
portante, la solution du problème d'optimisation est donc l'intersection des courbes iso-erreur avec le cercle
β2
1 + β2

2 = t2.

On observe que la solution optimale donne un β1 et un β2 non nuls. La probabilité que l'intersection se fasse
sur l'un des deux axes est très faible. C'est le cas seulement pour les familles d'ellipses dont l'un des rayons est
parallèle à l'un des axes. Rien n'impose d'être dans ce cas très particulier.
Le principe est le même en augmentant le nombre de dimensions, bien que la représentation graphique devienne
très di�cile voire impossible au delà de 3 dimensions.

Dans le cadre d'une régression de Cox, les courbes iso-erreur ne véri�ent pas l'équation d'une conique du
fait de l'exponentielle qui déforme celles-ci.
Par ailleurs l'erreur dépend également du temps :

‖ α0(t)exp(Xtβ̂)− Y ‖2= c

Cependant on admettra que cette région de contrainte est dans ce cas également peu favorable pour une inter-
section sur l'un des deux axes.

1. Statistical Learning with sparcity Hastie and Tibshirani [2016]
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Cette pénalité est donc intéressante dans un univers fortement corrélé mais elle ne permet pas d'annuler les
coe�cients β associés à chaque covariable. Par conséquent cette pénalité ne permet pas d'e�ectuer de sélection.

Pénalisation LASSO

La méthode Lasso a été proposée par Tibshirani en 1996. C'est certainement la pénalisation la plus répan-
due à ce jour. Initialement, celle-ci a été introduite dans le but de pénaliser la somme des carrés résiduels en
imposant une contrainte sur la norme l1 des coe�cients dans la méthode des moindres carrés ordinaires. Cette
pénalisation s'adapte également au problème d'optimisation de la vraisemblance comme nous allons le voir par
la suite.
La pénalisation LASSO introduit une contrainte sur la norme des coe�cients de régression. Contrairement à la
régression Ridge qui pénalisait l'expression par une norme l2, la régression LASSO pénalise la vraisemblance
par la norme l1 du vecteur des coe�cients de régression. Elle s'écrit :

p(β, λ) = λ.

p∑
j=1

|βj |

La pénalisation LASSO a donc elle aussi tendance à rétrécir les coe�cients β. En e�et, plus la valeur du coe�-
cient βj sera importante, plus la vraisemblance sera pénalisée. Par ailleurs, plus le paramètre de lissage λ sera
grand et plus la pénalisation sera puissante. Comme évoqué précédemment, on voit que dans le cas extrême où
le paramètre de régularisation λ est très grand, tous les coe�cients seront �xés à 0 puisque l'apport en termes de
vraisemblance des variables restera insu�sant par rapport à ce que la pénalisation engendrera en contrepartie
sur la vraisemblance. A l'opposé, pour un paramètre de régularisation λ nul, il n'y a pas de pénalisation, toutes
les variables sont exprimées et participent à améliorer la vraisemblance du modèle. Par ailleurs, la forme de la
contrainte permettant d'annuler les coe�cients de régression, on déduit qu'en choisissant convenablement λ on
peut obtenir un modèle parcimonieux. Plus le paramètre de régularisation est faible plus le modèle sélectionnera
un nombre de variables important. L'avantage de la pénalisation LASSO est alors de pouvoir sélectionner les
variables pertinentes du modèle directement en résolvant le problème d'optimisation de la vraisemblance pé-
nalisée. Le problème devenant alors de trouver le paramètre de régularisation qui optimise le compromis entre
minimisation du biais et augmentation de la parcimonie.

Pour mieux visualiser pourquoi les coe�cients peuvent s'annuler avec cette forme de contrainte, réinteressons
nous à la zone de contrainte dans le cas bi-dimensionnel 2.

Figure 3.4 � Illustration de la contrainte LASSO

La région des contraintes, en violet sur le graphique, est dé�nie dans le cadre du LASSO comme la somme
des valeurs absolues des deux coe�cients. Cette zone est un losange et son équation est :

|β1|+ |β2| ≤ t

2. Statistical Learning with sparcity Hastie and Tibshirani [2016]
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En reprenant le cas d'une régression classique, les courbes iso-erreur sont encore des ellipses d'équation ‖Xβ̂ −
Y ‖2= c
La solution du problème d'optimisation est l'intersection des ellipses iso-erreur avec le losange |β1| + |β2| = t.
En augmentant la taille des ellipses pour trouver l'intersection avec la zone de contrainte on remarque qu'il est
bien plus probable que l'intersection se fasse sur un coin de la zone de contrainte que dans le cas du disque
avec la norme l2 où la probabilité était très faible. Dans l'illustration ci-dessus, la solution optimale impose par
exemple à β2 d'être nul.
Encore une fois, nous notons que la forme des courbes iso-erreurs dans le cadre d'une régression de Cox ne véri�e
pas l'équation d'une ellipse. Nous admettrons que la forme de la contrainte en losange augmente la probabilité
d'intersection sur l'un des deux axes.

Pénalisation Elastic-net

Une alternative aux régressions pénalisées par la norme l1 et l2 consiste à les combiner pour avoir d'une part
l'avantage de gérer les problèmes de colinéarité et d'autres part à l'avantage de gérer le problème de parcimonie.
C'est la pénalisation Elastic-net. Celle-ci s'exprime de la façon suivante :

p(β, λ1, λ2) = λ1.

p∑
j=1

|βj |+ λ2

p∑
j=1

β2
j

ou encore en introduisant α =
λ2

λ1 + λ2
la pénalisation s'écrit (à un facteur

1

λ1 + λ2
près) :

p(β, λ, α) = λ(α

p∑
j=1

β2
j + (1− α)

p∑
j=1

|βj |)

La pénalisation Ridge rétrécie les coe�cients des variables corrélées entre elles alors que le LASSO tend à
choisir l'un des deux et à �xer l'autre à 0. La pénalité Elastic-net combine les deux ; si les covariables sont
correlées par groupe, un coe�cient α = 0.5 tends à sélectionner l'ensemble du groupe ou à l'exclure totalement.
La valeur α peut, au même titre que le coe�cient de régularisation être choisi par une méthode d'apprentissage
en comparant in �ne ses performances sur un échantillon test.

A noter que, l'Elastic net avec α = 1− ε, pour un ε positif très petit, sera en théorie aussi performant que le
LASSO, mais pourra cependant retirer toutes dégénérescences possibles causés par des corrélations extrêmes.

Pénalisation Adaptive-LASSO

La méthode Adaptive-Lasso a été proposée par Zou en 2006. C'est une alternative à la pénalisation LASSO
classique qui introduit une pondération pour chacun des di�érents coe�cients de la régression. La pénalisation
Adaptive-LASSO s'écrit :

p(β, λ) = λ.

p∑
j=1

ω̂j |βj |

Il est d'usage de choisir le vecteur de poids sous la forme suivante :

ω̂j = (|β̂j(LASSO)|+ 1

n
)−γ

Où n représente le nombre de covariables. De plus, comme dans le cadre de l'Elastic-net, on remarque qu'un
nouveau paramètre de lissage intervient. Il est courant de choisir un nombre �ni et raisonnable de valeur pour
γ et de les tester.
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3.1.2 Principe de la théorie de l'apprentissage

Dans la section précédente, un certain nombre de pénalités a été présenté. Il a par ailleurs été expliqué que
celles-ci ont pour but de pénaliser la vraisemblance et que selon l'intensité du facteur de pénalisation, nous
obtenions un ensemble de solutions pour l'ensemble des valeurs des coe�cients de régression. L'objectif est alors
de déterminer le paramètre de régularisation optimal, celui qui o�re le meilleur compromis entre biais et parci-
monie. Cette étape n'a pas été décrite précédemment. En e�et, toutes les méthodes introduites dans ce chapitre
donnent un ensemble de solutions β̂(Θ) pour un ensemble de valeurs du paramètre Θ (Θ = λ pour le LASSO
et le Ridge, Θ = (λ, α) pour l'E-net, Θ = (λ, µ) pour l'Adaptative Lasso) donnant à l'utilisateur le choix de la
solution particulière β̂(Θ) selon le compromis biais/parcimonie qu'il envisage. Une approche générale consiste à
chercher le paramètre de régularisation qui minimise l'erreur de prédiction.

Une famille d'algorithmes, souvent rencontrée sous le nom de Machine Learning, est de plus en plus utilisée
pour répondre à ce type de problème et modi�e quelque peu la logique d'estimation du modèle. En e�et, dans
une démarche statistique � classique �, on construit un estimateur sur un jeu de données unique et une théorie
asymptotique permet de juger de sa qualité et de construire des intervalles de con�ance. Cependant, dans la
logique de la théorie de l'apprentissage, les données sont séparées en deux, avec des échantillons d'apprentissage
et de validation ; la qualité des estimateurs n'est alors plus jugée par l'intermédiaire des critères asymptotiques,
mais en fonction de l'adéquation à l'échantillon de validation par l'intermédiaire d'une mesure de l'erreur de
prédiction.

Plusieurs nouvelles problématiques se posent alors. L'impact des tailles respectives des bases, utilisées pour
l'apprentissage et la validation, sur la qualité de la prédiction sera ainsi mesuré et des techniques d'échantillon-
nages seront introduites.
Par la suite, plusieurs mesures qui permettent de juger la qualité de prédiction sur l'échantillon de validation
seront présentées. Le calcul d'optimisation entrant en jeu faisant intervenir un calcul de vraisemblance, la mesure
de la déviance sera naturellement utilisée. Il est par ailleurs classique dans le cadre des problèmes de classi�ca-
tion de comparer les taux de vrais et faux positifs ainsi que ceux de vrais et faux négatifs pour juger de la bonne
adéquation de l'estimateur sur la base de validation. Cependant dans le cas de données de survie le problème est
plus complexe du fait de la nature dépendante du temps et censurée des données. La mesure AUC de Chambless
et Dio (2006) sera alors introduite. Celle-ci a en e�et été construite pour répondre à ce type de problème avec
des données dépendantes du temps.

Choix des échantillons - Compromis biais-variance - Validation croisée

Nous avons évoqué en introduction que la théorie de l'apprentissage nécessitait la séparation de la base
disponible en un échantillon d'apprentissage sur lequel on ajuste les modèles et en un échantillon de validation
sur lequel on teste leurs performances. Le meilleur modèle étant alors celui construit sur le premier échantillon
et qui a�che la meilleure performance sur le second. Le cours suivant expose les bases théoriques du compromis
biais-variance et le choix de la taille respective des bases d'apprentissage et de test :http ://eric.univ-lyon2.fr/ ric-
co/cours/slides/resampling_evaluation.pdf
En e�et, l'erreur en test est un estimateur non biaisé du modèle construit sur la partie apprentissage mais c'est
un mauvais estimateur de l'erreur commis par le modèle construit sur l'ensemble des données. La subdivision
� apprentissage-test � est alors nécessaire mais elle peut engendrer le dilemme biais variance si la taille des
échantillons est limitée.
La �gure suivante illustre bien le compromis biais variance.
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Figure 3.5 � Compromis biais variance

Plus le biais de l'estimateur est faible, plus le centre de gravité des estimations est proche du centre de la
cible. Plus la variance de l'estimateur est faible plus les estimations sont concentrées.

Une manière d'optimiser la contrainte biais-variance est de découper l'échantillon en k parties égales. Cha-
cune de ces k parties est utilisée à tour de rôle comme jeu de validation. Le reste étant utilisé pour entrainer le
modèle. En procédant ainsi, chaque observation sert une fois comme validation et k−1 fois à entrainer le modèle.
De plus chaque prédiction associée à chacune des observations a été construite avec une base d'apprentissage
contenant cette observation. On évite le phénomène de sur-apprentissage. La performance du modèle peut alors
être mesurée à partir des prédictions faites sur l'ensemble des données (il y a bien autant de prédictions que
d'observations).

Figure 3.6 � Principe de la k-folds Validation croisée (source : openclassrooms)

La performance du modèle peut alors être mesurée à partir des prédictions faites sur l'ensemble des données
(il y a bien autant de prédictions que d'observations).
On note qu'en augmentant le nombre de subdivisions k, on augmente le nombre de modèles ajustés et donc
mécaniquement le temps de calcul pour leurs mises en oeuvre. La technique d'échantillonnage consistant à choisir
autant de subdivisions qu'il y a de données disponibles, est appelée Leave-one-out. Celle-ci est en pratique peu
utilisée car elle est très chronophage.
Cependant nous seront peu confrontés au dilemme biais-variance dans cette étude puisque chacun des deux
échantillons d'apprentissage et de validation pourra être choisi su�samment grand au regard de l'abondance
des données disponibles.
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Choix de la mesure de prédiction

L'introduction d'une mesure permettant d'évaluer les performances d'un modèle de prédiction est primor-
diale. En e�et, pour comparer les modèles candidats et pour trouver le paramètre de régularisation optimal, il
faut pouvoir comparer les prédictions faites sur l'échantillon de test avec les vraies valeurs sur cet ensemble. Les
mesures les plus utilisées pour quanti�er la qualité de l'apprentissage sont le taux d'erreur et la mesure AUC.
Cependant, ces mesures sont adaptées à des problèmes de classi�cation ce qui n'est pas le cas de notre présente
étude. En e�et, le caractère censuré des données ne permet pas de classer chaque observation de façon binaire
comme "dependant"/"non dépendant" (resp. "dément"/"non dément"). Il faudrait en e�et pouvoir observer
chaque patient sur sa vie entière pour pouvoir mesurer simplement les sorties de façon binaire et pouvoir établir
un taux de bons ou mauvais classés.
La mesure AUC nous intéresse cependant car HEAGERTY ZHENG [2005] et CHAMBLESS & DIAO [2006]
ont introduit une mesure AUC dépendante du temps que nous pouvons tester sur notre jeu de donnée. Nous
rappelons rapidement le principe de la mesure AUC pour introduire le concept dépendant du temps

Courbe AUC

La fonction d'e�cacité du récepteur, plus fréquemment désignée sous le terme � courbe ROC � (de l'anglais
receiver operating characteristic, pour � caractéristique de fonctionnement du récepteur �) est souvent utilisée
pour mesurer la qualité de prédiction d'un classi�cateur binaire. Celle-ci est représentée graphiquement comme
le taux de vrais positifs en fonction du taux de faux positifs selon que le seuil, qui permet la classi�cation, varie
entre 0 et 1.

Figure 3.7 � Exemple de courbe ROC et de mesure AUC (Wikipedia)

En supposant que les données disponibles pour notre étude soient complètes et en nous ramenant à un
problème de classi�cation binaire, l'interprétation de la courbe ROC serait la suivante :
En abscisse, on observerait ce qu'on appelle la "spéci�cité", c'est à dire la probabilité de mal classer un individu
sain. En ordonnée, on observerait la "sensibilité", c'est à dire la probabilité de bien classer un individu malade.
En représentant la sensibilité en fonction du complémentaire à 1 de la spéci�cité et en intégrant entre 0 et 1 on
obtiendrait l'aire sous la courbe qui correspondrait à la probabilité pour que la fonction score place un individu
positif mieux qu'un individu négatif. Dans le meilleur des cas cette valeur est égale à 1 et la fonction score ne
se trompe jamais.
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Courbe AUC dépendante du temps

Par essence, les données de survie posent problème pour juger de la qualité des estimateurs par l'intermé-
diaire de la valeur AUC issue de la courbe ROC décrite précédemment car la réponse binaire de la variable de
sortie peut évoluer en fonction du temps et peut être censurée. Les travaux de Heagerty et Zheng (2005) et de
Chambless and Diao (2006) permettent d'adapter cette mesure à des données de survie en intégrant les concepts
de sensibilité et spéci�cité dépendantes du temps qui permettent de dé�nir les notions de courbes ROC et me-
sure AUC dépendant du temps. Chambless and Diao ont ainsi présenté une approche de calcul récursif suivant
l'ordre des dates d'événements, analogue à l'approche de Kaplan-Meier pour l'estimation des fonctions de survie.

Supposons que l'on ait un score s qui permet de prédire si un patient a subi un événement avant un temps t si
il dépasse un seuil K et de prédire que l'événement n'a pas eu lieu en t si le score s est inférieur à ce même seuil
K. La valeur de l'AUC au temps t devient alors la probabilité que le score d'un individu ayant subit l'evenement
en t soit supérieure à celui d'un individu n'ayant pas subi l'événement au temps t :

AUC(t) = P(si > sj |Di(t) = 1, Dj(t) = 0)

=
P(si > sj , Di(t) = 1, Dj(t) = 0)

P(Di(t) = 1)P(Di(t) = 0))

où i et j représentent des observations indépendantes. Cependant, le problème d'une estimation directe de
AUC(t) et de façon similaire pour la sensibilité et la spéci�cité dépendantes du temps, est que l'on ne connait
pas le statut à t d'une personne censurée avant t. Ainsi, Chambless et Diao ont raisonné de manière equivalente
à la méthode de Kaplan-Meier en divisant l'intervalle de temps en autant de sous intervalles que le nombre
d'événements n, t1 < t2 < ... < tn alors pour 1 ≤ m ≤ n l'AUC au temps tm devient :∑

k≤m

γkαk(1− α(tk)(1− α(tk))S(tk−1)2 −
∑
k≤m

τkα(tk)x
(1− S(tk−1))S(tk−1)

(S(tm))(1− S(tm))

où S et α sont les fonctions de survie et d'incidence et

γk = P(si > sj |Di(tk) = 1, Di(tk−1) = 0, Dj(tk) = 0)

τk = P(si > sj |Di(tk−1) = 1, Dj(tk−1) = 0, Dj(tk) = 1)

Les auteurs démontrent alors que la sensibilité et la spéci�cité dépendantes du temps au seuil K s'expriment
alors ainsi :

sens(tm,K) = P(si > K|Di(t) = 1) =

∑
k≤m ρk(K)α(tk)S(tk−1)

1− S(tm)

spec(tm,K) = P(si > K|Di(t) = 0) =
(P(si > K)−

∑
k≤m(1− ρk(K)α(tk)S(tk−1))

S(tm)

où ρk(K) = P(si > K|Di(tk) = 1, Di(tk−1) = 0)

Déviance

Dans le cadre d'un problème faisant intervenir des calculs de maximum de vraisemblance comme c'est le
cas pour la régression de Cox, une mesure naturelle s'impose, la déviance. Celle-ci étant en e�et directement
calculée à partir de la vraisemblance.
Nous rappelons la dé�nition et la signi�cation de la déviance :

Deviance = −2 ∗ (Lm − Ls)
Lm représente la valeur maximal de la vraisemblance du modèle étudié et Ls représente la vraisemblance du
modèle saturé, c'est à dire le modèle le plus complexe

La technique du maximum de vraisemblance implique que la loi prédé�nie pour expliquer la variable de sortie
à partir des données soit correctement choisie. Le fait de sélectionner le paramètre de régularisation en fonction
d'une mesure basée sur le calcul de vraisemblance pourrait renforcer le biais engendré par l'erreur de modèle.
C'est pourquoi il est souvent intéressant de s'intéresser à des mesures fondée sur la comparaison directe des
sorties simulées avec les sorties attendues..
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3.2 Étude empirique - Modélisation sur jeux de données simulées

3.2.1 Présentation

Dans cette partie, des jeux de données ont été simulés a�n d'étudier les propriétés statistiques de di�érents
types de pénalisations ainsi que les concepts présentés lors de l'introduction des méthodes d'apprentissage. Nous
tâcherons ainsi de décrire la qualité de prédiction de chacune d'elles, la justesse de leur sélection de variables,
leurs propriétés de convergence ainsi que leur vitesse d'exécution. En simulant convenablement les jeux de don-
nées, les résultats obtenus pour chaque type de pénalisation pourrons en e�et être comparés avec les résultats
attendus. Pour mesurer les e�ets précités, nous ferons ainsi varier la taille des bases, leurs dimensions ou encore
les liens de corrélations pré-établis entre covariables.

Pour l'ensemble des simulations, nous allons simuler des jeux de données censurées dont la variable d'inté-
rêt véri�e la relation de Cox :

α(t|Zi(t)) = α0(t)expZ
T
i β

où :

� Nous prenons pour la fonction de hasard de base α0(t) = 2.t a�n d'avoir une expression simple et dépendante
du temps (le facteur 2 a été choisi pour qu'il se simpli�e lors de l'intégration pour le calcul de la loi de
survie). Ce choix revient à considérer qu'en l'absence de l'e�et des autres covariables, le taux d'incidence
croit linéairement au cours du temps ;

� Pour le vecteur des covariables, nous prenons pour chaque individu i une valeur aléatoire suivant une loi
uniforme sur l'intervalle [-1 ;1] : ∀ i ∈ J1;nK Zi ∼ U [−1; 1]
Pour certaines simulations, nous pourrons imposer des corrélations plus ou moins fortes entre certaines
variables a�n de mesurer certains e�ets ;

� β le vecteur des coe�cients mesurant l'in�uence des covariables sur l'intensité sera spéci�é pour chaque
simulation. Le fait de �xer certains coe�cients à zero nous permettra par ailleurs de mesurer la qualité de
sélection des estimateurs puisque cela signi�e d'imposer que les variables associées n'ont aucune in�uence
sur la variable de sortie. Un bon estimateur devra alors les exclure. Ayant �xé nous même les covariables
in�uentes pour décrire la variable d'intéret, nous pouvons alors paramétrer le modèle Oracle qui est le
modèle seulement composé des covariables associées à des coe�cients non nuls ;

Nous rappelons la forme de la loi de survie en fonction du temps pour un individu i :

S(t,Zi) = exp[−
∫ t

0

α(s,Zi)ds]

L'intensité de la loi de survie ayant été choisie de la forme α0(t) = 2.t , on obtient alors :

S(t,Zi) = exp[−
∫ t

0

2s.expZ
T
i βds]

S(t,Zi) = exp(−t2.eZ
T
i β)

Pour simuler les temps Ti de survenance pour chaque individu i on utilise la méthode de Monte-Carlo en inver-
sant la fonction de survie conditionnelle et en simulant des variables aléatoires uniformes Yi ∈ U [0; 1]

On obtient alors pour chaque individu i :

Ti =
»
−exp−ZT

i βlog(Yi)

(remarque : log(Yi) < 0 ∀ Yi ∈ [0, 1] et −exp−ZT
i β < 0 car la fonction exponentielle est à valeur dans R+)

Nous imposons par ailleurs un taux de censure τ . On simule les temps de censure par une loi exponentielle

ε(
1

τ
) et on choisira τ a�n d'obtenir le taux de censure souhaité.
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On donne ci-après la courbe de la fonction de survie simulée ainsi que le graphe de ses résidus.

Figure 3.8 � Fonction de survie simulée

Figure 3.9 � Résidus de la fonction de survie simulée

L'hypothèse des risques proportionnels se véri�e simplement par construction de la variable de sortie. La
forme de la répartition des résidus autour de l'axe temporel la con�rme.

3.2.2 Simulation de référence

Une première simulation est menée avec des conditions de références. L'in�uence de chacun de ces paramètres
sera analysée dans les sections suivantes.

� Le nombre de covariables p est �xé à 100 ;

� Le nombre d'observations n est �xé de manière à être dans le cas de la moyenne dimension où p=
√
n, n

est ainsi �xé à n = 10 000. En e�et, augmenter (baisser) le nombre d'observations est équivalent à baisser
(augmenter) le nombre de covariables. On parle de grande dimension lorsque le nombre de covariable p et
le nombre d'observations n sont proches ;

� Le taux de censure est �xé à τ=0% ;

� Les covariables sont identiquement distribuées (Yi ∈ U [−1; 1]) et indépendantes deux à deux ;

� La mesure de prédiction prise pour optimiser le paramètre de régression est la déviance ;
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� La méthode de ré-échantillonnage sélectionnée est la 10-folds validation croisée. Le paramètre k=10 est le
plus souvent rencontré (voir en annexe pour une étude de sensibilité au nombre de subdivisions).

Simulons tout d'abord la matrice de taille 100 x 10 000 qui représente les observations des 100 covariables pour
10 000 individus. Chaque covariable est tirée aléatoirement entre -1 et 1.

Figure 3.10 � Simulation des 100 covariables des 10 000 individus

Nous �xons par ailleurs le vecteur β qui pondère l'in�uence de chaque covariable par rapport à la variable
de sortie, qui est ici la durée avant que l'événement simulé ne se produise. Plus la valeur absolue d'un coe�cient
est élevée, plus la covariable associée contribue (signe positif) ou empêche (signe négatif) l'événement de se pro-
duire. Un coe�cient nul implique que la covariable associée n'a pas d'in�uence sur l'apparition du phénomène
simulé.

Nous choisissons les valeurs suivantes pour les 100 covariables :

� les 20 premières covariables ont un poids de -0.5,

� les 20 suivantes un poids de -0.1,

� les 20 suivantes un poids nul,

� les 20 suivantes un poids de 0.1,

� les 20 dernières un poids de 0.5.

Un bon modèle devrait prédire des coe�cients proches de ceux ainsi pré-�xés et devraient également rejeter les
20 covariables de coe�cients nuls.

Régression LASSO

Le graphe suivant montre le chemin pris pour chaque coe�cient en fonction de la valeur du paramètre de
régularisation λ pour la pénalisation LASSO.

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ.

∑p
j=1 |βj |}
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Figure 3.11 � Chemin des β

On note tout d'abord que le graphe des chemins des β est symétrique (à l'image des coe�cients choisis pour la
simulation), ceci indique que l'in�uence en termes de vraisemblance d'une covariable sur la variable de sortie ne
dépend pas de son signe.
On constate que pour un λ su�samment fort (ici pour λ > 10−1 = 0.1), tous les coe�cients sont nuls. A
contrario, pour un λ su�samment faible (ici pour λ < 10−6 = 0.000001) alors tous les coe�cients sont non nuls
et convergent vers les valeurs pré-�xées a priori.
On identi�e bien les 5 groupes de coe�cients qui tendent respectivement vers -0.5, -0.1, 0, 0.1 et 0.5.
On remarque par ailleurs, que plus les coe�cients sont élevés plus ils se détachent rapidement de l'axe des
abscisses. En e�et, à partir de λ = 10−1 = 0.1, les coe�cients relatifs aux covariables dont les β ont une valeur
absolue pré�xée à 0.5 se détachent. Suivent ensuite les coe�cients relatifs aux covariables dont les β ont une
valeur absolue pré�xée à 0.1 (pour λ = 10−2.5 ' 0.003). Cependant, on remarque que le groupe de coe�cients
censé être nuls quitte également l'axe des abscisses à partir de λ = 10−1 = 0.001.
Au regard de ce graphe, on souhaiterait donc �xer le λ le plus petit possible (après que les coe�cients relatifs
aux covariables dont les β ont une valeur absolue pré�xée à 0.1 et 0.5 ne se détachent de l'axe, en lisant de droite
à gauche) a�n de se rapprocher le plus possible des valeurs attendues mais plus grand que la valeur critique
à partir de laquelle le groupe de coe�cients censé être nuls quitte également l'axe des abscisses de manière à
pouvoir e�ectuer une sélection de variable. Le graphe suivant illustre que le choix est optimal en termes de
sélection et de vraissemblance pour un paramètre de régression qui est proche de λ = 10−3.2 = 0.00063
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Figure 3.12 � Choix de la pénalisation optimale

En e�et pour cette valeur du paramètre de régression, le nombre de covariables rejetés est proche de 20 et
les coe�cients sont proches des éléments attendus. On remarque cependant que pour un paramètre de pénali-
sation qui tend vers zero, on se rapproche des coe�cients attendus mais on perd le caractère sélectif du modèle.
Notons que l'on aperçoit bien au regard de ce graphe le compromis entre le biais et la parcimonie. Plus il y a
de covariables dans le modèle, plus le modèle est réaliste mais moins il est parcimonieux.

Le graphe suivant indique l'évolution de la déviance en fonction du paramètre de régularisation.

Figure 3.13 � Évolution de la déviance du modèle en fonction de la pénalisation

Comme attendu, plus le modèle est pénalisé moins le nombre de variables retenues (en haut sur le graphe)
est grand et plus la déviance est forte. On remarque par ailleurs que le graphe se décompose en deux zones :
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Figure 3.14 � Évolution de la déviance du modèle en fonction de la pénalisation

Dans la partie bleue, chaque variable ajoutée au modèle tend à faire baisser sa déviance de façon signi�cative.
Sans surprise, la pente de la déviance est forte jusqu'au lambda qui correspond à un nombre de variables
sélectionnées proche de 80.
Dans la partie grise, l'ajout de variables a très peu d'in�uence sur la déviance. Les variables entrant dans le
modèles étant en e�et celles dont les coe�cients avaient été �xés à 0. Théoriquement, la pente devrait être nulle
puisque ces variables n'ont pas d'e�et sur la variable de sortie. En pratique, on constate une légère pente dans
la zone grise. Celle-ci peut s'expliquer à cause de variables signi�catives qui n'auraient pas été préalablement
sélectionnées dans les 80 premières ou bien de variables théoriquement non signi�catives mais qui présentent en
pratique un léger lien avec la variable de sortie. En augmentant la taille de la base d'apprentissage sur laquelle
on exerce le modèle, on diminue mécaniquement cet e�et.

Pour choisir le λ optimal, une première méthode consiste à repérer le point d'in�exion sur la courbe et choisir
le paramètre correspondant.
R.Tibshirani propose de choisir le plus grand λ qui s'écarte d'un écart type du λ minimum. Le graphe suivant
(e�ectué sur des données arbitraires) illustre comment trouver ce λ1ecarttype.
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Figure 3.15 � Plus grand λ qui s'écarte d'un écart type du λ minimum

En revenant à la simulation, on obtient �nalement log(λ) = −3.8. Avec ce critère, on est proche du log(λ) =
−3..2 choisi graphiquement à la �gure 3.12. Le choix du critère par cette méthode n'est néanmoins pas parfait.

Figure 3.16 � Paramètre de régularisation optimal déterminé par 10-folds validation croisée

Les coe�cients obtenus pour cette valeur de pénalisation sont exposés ci-après :
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Figure 3.17 � Coe�cients obtenus pour la simulation initiale de référence

Régression classique avec selection AIC

Comparons par rapport au modèle de Cox appliqué sur les variables issues d'une procédure de selection AIC
stepwise.

Figure 3.18 � Coe�cients obtenus pour la simulation initiale de référence avec la méthode AIC

En termes de sélection, les deux méthodes sont équivalentes puisqu'elles sélectionnent 85 variables dont 5
variables non-souhaitées.
En termes de justesse des coe�cients la méthode AIC est plus performante. En e�et, en calculant la moyenne
des erreurs quadratiques des deux ensembles de coe�cients, on obtient respectivement 3.5 ∗ 10−5 et 4.2 ∗ 10−3.
En termes de temps de calcul, la méthode AIC met 4min 40sec à tourner alors que la méthode LASSO prend
11sec.
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Pénalisation Adaptive-LASSO

La méthode Adaptive-Lasso va être testée en e�ectuant une pondération pour chacun des di�érents coe�-
cients de la régression à partir des coe�cients obtenus pour le LASSO. La pénalisation Adaptive-LASSO s'écrit :

p(β, λ) = λ.

p∑
j=1

ω̂j |βj |

Le vecteur de poids est choisi sous la forme suivante :

ω̂j = (|β̂j(LASSO)|+ 1

n
)−γ

Où n représente le nombre de covariables. Le paramètre de lissage γ est choisi égal à 0, 5.

On obtient les résultats suivants :

Figure 3.19 � Chemin des β
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Figure 3.20 � Évolution de la déviance du modèle en fonction de la pénalisation

Figure 3.21 � Coe�cients obtenus

En termes de sélection, la méthode Adaptative Lasso est de loin la plus performante puisque elle sélectionne
exactement les 90 variables souhaitées.
En termes de justesse des coe�cients la méthode AIC est cependant plus performante. En e�et, la moyenne des
erreurs quadratiques des coe�cients de la méthode Adaptative Lasso est 1.2 ∗ 10−3 (on obtenait respectivement
3.5 ∗ 10−5 et 4.2 ∗ 10−3 pour la méthode AIC et la méthode LASSO).
En termes de temps de calcul, la méthode Adaptative LASSO est de l'ordre de 20. Elle est deux fois plus longue
que le LASSO car elle nécessite d'exécuter les deux algorithmes à tour de rôle.

66



3.2. ÉTUDE EMPIRIQUE

3.2.3 Univers corrélé

Reprenons la même simulation que la simulation de référence mais ajoutons une corrélation entre certaines
variables. Les paramètres de la simulations deviennent :

� Le nombre de covariables p est �xé à 100 ;

� Le nombre d'observations n est �xé à n = 10 000 ;

� Le taux de censure est �xé à τ=0% ;

� Les covariables sont identiquement distribuées (Yi ∈ U [−1; 1]) mais ne sont plus indépendantes deux à
deux. On impose la relation suivante à 4 groupes de variables :

Yi =
Yi+1 + Yi+2

2

pour i = 1, 20, 60, 80

� La mesure de prédiction prise pour optimiser le paramètre de régression est la déviance ;

� Nous utilisons une 10-folds validation croisée.

Simulons la matrice de taille 100 x 10 000 qui représente les observations des 100 covariables pour 10 000
individus. Chaque covariable est tirée aléatoirement entre -1 et 1. La �gure suivante indique la matrice de
corrélation des 100 variables

Figure 3.22 � Matrice de corrélation des 100 variables

En zoomant sur les 30 premières variables, on observe que les groupes de variables corrélées ont une corré-
lation proche de 0.7 là où les autres variables sont quasi-indépendantes car leur corrélation est proche de 1% en
valeur absolue.
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Figure 3.23 � Zoom de la matrice de corrélation des 30 premières variables

Comme dans la partie précédente, nous �xons le vecteur β de la façon suivante :

� les 20 premières covariables ont un poids de -0.5,

� les 20 suivantes un poids de -0.1,

� les 20 suivantes un poids nul,

� les 20 suivantes un poids de 0.1,

� les 20 dernières un poids de 0.5.

Un bon modèle devrait prédire des coe�cients proches de ceux ainsi pré-�xés et devrait rejeter seulement les
20 covariables de coe�cients nuls.

Régression LASSO

Les graphes en annexe 3 montrent le chemin pris pour chaque coe�cient en fonction de la valeur du para-
mètre de régularisation λ pour la pénalisation LASSO, l'évolution de la déviance en fonction du paramètre de
pénalisation et la valeur des coe�cients obtenus pour la plus grande valeur de pénalisation éloignée d'un écart
type de la pénalisation minimale.

On s'aperçoit que le modèle diminue fortement le coe�cient de deux des trois variables des groupes de
variables et attribue au troisième coe�cient un poids élevé. Dans trois des quatre groupes ou apparaissent les
variables corrélées, le modèle rejette une variable. Par ailleurs, on remarque également que ces rejets se font
au détriment d'autres variables non signi�catives. En e�et, le nombre total de variables sélectionnées par le
modèle est toujours de 80. On a donc cette fois 3 variables rejetées à tort (contre 0 dans le cas précédent sans
corrélation) et 8 variables non-rejetées à tort (contre 5 dans le cas précédent).

Dans un contexte prédictif, le fait que le modèle concentre l'intégralité de l'information sur l'une des variables
d'un groupe de variables pose problème puisque l'information relative à plusieurs variables est alors supportée
par une seule variable, cela impose une volatilité plus importante que si elle était répartie sur l'ensemble des
variables du groupe de variables corrélées. D'un point de vu explicatif, le fait de concentrer l'information de
plusieurs variables sur une seule a�ecte l'ensemble du groupe de covariable ; la variable recevant l'intégralité de
l'information du groupe étant systématiquement surestimée ou sous estimée. De plus les autres variables sortent
du modèle alors qu'elles in�uent en réalité sur la variable de sortie.
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Pénalisation Adaptive-LASSO

La méthode Adaptive-Lasso va être testée en e�ectuant une pondération pour chacun des di�érents coe�-
cients de la régression à partir des coe�cients obtenus pour le LASSO.Comme dans la section précédente, on
choisit le vecteur de poids sous la forme suivante :

ω̂j = (|β̂j(LASSO)|+ 1

n
)−γ

Où n représente le nombre de covariables. Le paramètre de lissage γ est choisi égal à 0, 5.

Les graphes en annexe 4 montrent les résultats obtenus.

Comme dans le cas du LASSO, on s'aperçoit que le modèle diminue fortement le coe�cient de deux des
trois variables des groupes de variables et attribue au troisième coe�cient un poids élevé. Cette pénalisation ne
semble donc pas non plus bien adaptée à la présence de corrélations entre covariables.

Régression Ridge

Les graphes en annexe 5 montrent le chemin pris pour chaque coe�cient en fonction de la valeur du paramètre
de régularisation λ pour la pénalisation Ridge.
Comme attendu, la régression Ridge ne permet pas de sélectionner de variables car celle-ci ne permet pas de
�xer de coe�cients à zéro. On s'aperçoit cependant que les e�ets néfastes de la corrélation sont diminués. En
e�et, contrairement à la pénalisation LASSO, l'information de l'ensemble des variables d'un groupe de variables
corrélées ne se concentre plus sur une seule d'entre elle.

Régression Elastic-net

Les graphes en annexe 6 montrent le chemin pris pour chaque coe�cient et l'évolution de la déviance en
fonction de la valeur du paramètre de régularisation λ pour la pénalisation Elastic-net pour di�érentes valeurs
du paramètre α :

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où

β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ(α

∑p
j=1 β

2
j + (1− α)

∑p
j=1 |βj |)}

Les coe�cients obtenus par le biais de cette méthode montrent que celle-ci combine les avantages des deux
types de pénalisation LASSO et Ridge et se rapprochent de ceux obtenus avec une pénalisation LASSO dans
un univers non corrélé.

Régression classique avec sélection AIC

Comparons par rapport au modèle de Cox appliqué sur les variables issues d'une procédure de sélection AIC
stepwise.

69



3.3. ÉTUDE PRATIQUE

Figure 3.24 � Coe�cients obtenus pour la simulation initiale de référence avec la méthode AIC
avec variables corrélées

En termes de sélection, la méthode AIC est plus performante, cependant celle-ci exclut les variables corrélées
comme la pénalisation LASSO.
Comme dans le cas non corrélé, la justesse des coe�cients est meilleure avec la méthode AIC (hormis les variables
corrélées qui accumulent l'information de l'ensemble des variables avec laquelle elle est corrélée).
En termes de temps de calcul, la méthode AIC est environ 5 fois plus lente que lorsqu'il n'y avait pas de
corrélation entre les variables. Elle met en e�et 24min 48sec à tourner. La méthode Elastic-net s'exécute en à
peine 11sec.

3.2.4 Univers censuré et univers de petite, moyenne et grande dimension

Des études ont également été menées sur l'in�uence du taux de censure ainsi que celle du nombre d'observa-
tions a�n d'étudier l'impact de la dimension de la base sur la qualité des estimateurs. Les résultats théoriques
introduits dans la partie précédente sur l'évolution de l'erreur de prédiction en fonction de la taille des échan-
tillons y sont étudiés, l'intérêt de la validation croisée est mis en pratique. A�n de limiter la redondance de la
lecture, ces parties sont placées en annexe.

3.3 Étude pratique - Modélisation et comparaison sur la base des
données du PMSI

Dans les parties précédentes, les données du PMSI ont été utilisées pour paramétrer un modèle de Cox en opérant
une sélection de variables en amont de la phase de paramétrage du modèle. Cette méthode, classiquement utilisée
en statistique, s'est avérée particulièrement chronophage du fait de la taille et de la dimension importante de la
base d'étude. Par la suite, des techniques de régression pénalisée ont été introduites. Celles-ci ont été testées sur
des bases de données simulées de manière à mesurer la qualité du processus de sélection, la justesse des estima-
teurs obtenus et la rapidité d'exécution de ces méthodes. Il en résulte que les estimateurs obtenus sont presque
aussi performants que ceux obtenus par la procédure classique mais qu'ils ont l'avantage d'être extrêmement
plus rapides à exécuter et relativement plus simples à mettre ÷uvre. La nature des données du PMSI étant des
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pathologies médicales, il existe naturellement de fortes corrélations entre celles-ci. Dans la partie précédente, il
s'est avéré que les méthodes de régression LASSO et Adaptative LASSO étaient peu performantes en présence
de corrélations puisque les estimateurs résultants de ces modèles concentraient l'intégralité de l'information sur
l'une des variables du groupe de variables corrélées. Ceci introduisant un biais en termes de prédictibilité mais
ceci nuisant également fortement à la nature explicative des estimateurs obtenus. La régression Ridge permettait
de passer outre les problèmes engendrés par la présence de corrélations entre variables mais avait par ailleurs
le gros désavantage de ne pouvoir opérer de sélection de variables. Parmi les types de pénalisations introduits
dans la partie précédente, celle qui semble alors la plus adéquate pour paramétrer les modèles de Cox sur les
données du PMSI serait donc la régression Elastic-net.

La �gure suivante donne la matrice de corrélation de l'ensemble des variables présentes dans la base de données
médicales du PMSI.

Figure 3.25 � Matrice de corrélation

On constate bien qu'il existe de fortes corrélations entre certains groupes de pathologies ou facteurs de risque.
On note par exemple une corrélation de 30% entre les patients fumeurs et ceux caractérisés comme dépendants
à l'alcool. Les pathologies "Blood1 1 transfusion" et "Blood0 2 Anemia" présentent quant à elles une corrélation
de 50%. Il apparait légitime de choisir la pénalisation Elastic-net pour mener l'étude de régression.
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3.3.1 Modélisation de la dépendance sur les bases des Picards et des Parisiennes

à l'aide de la régression Elastic-net

Détermination du paramètre alpha de l'Elastic-Net

Les graphiques suivants indiquent l'évolution du niveau de déviance des modèles de prédiction de la Dépendance
obtenus en faisant varier le paramètre α de l'Elastic net sur les populations parisiennes et picardes.

Figure 3.26 � Détermination du paramètre α de l'Elastic-net pour la dépendance des Parisiennes

Figure 3.27 � Determination du paramètre α de l'Elastic-net pour la dépendance des Picards

En changeant la mesure de prédiction et en s'intéressant à l'aire sous la courbe ROC de Chambless et Diao
introduite dans la section précédente on obtient le graphe suivant pour l'evolution de l'AUC de Chambless et
Diao en fonction du paramètre α pour la dépendance sur la base des Parisiennes.
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Figure 3.28 � Optimisation du facteur de l'Elastic-net avec la mesure AUC de Chambless et
Diao sur la base des Parisiennes

On constate que le choix optimal se situe aux environs de α=0.5 pour la Dépendance sur la base des Parisiennes
avec la mesure de déviance comme pour la mesure AUC de Chambless et Diao.

La pénalisation Elastic-net suivante a donc été paramétrée sur la base de données des Parisiennes et des
Picards a�n d'établir la relation entre l'ensemble des covariables et l'état de dépendance :

p(β, λ, α) = λ(
1

2

p∑
j=1

β2
j +

1

2

p∑
j=1

|βj |)

La norme l2 contribue à e�acer les e�ets non désirés de la corrélation alors que la norme l1 contribue à
e�ectuer la sélection de variable.

Détermination des chemins de régularisation

Le vraisemblance partielle pénalisée s'exprime alors de la façon suivante :

Lpartielle(β) =

D∏
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ(

1

2

p∑
j=1

β2
j +

1

2

p∑
j=1

|βj |)

En faisant varier la valeur de la constante de régularisation, on obtient alors l'ensemble de solutions suivant :

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ( 1

2

∑p
j=1 β

2
j + 1

2

∑p
j=1 |βj |)}

Le chemin de régularisation ci-dessous est la représentation de l'ensemble des valeurs prises par chacun des
coe�cients de régression en fonction de la valeur du paramètre de régularisation λ.
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Figure 3.29 � Dépendance des Parisiennes

Figure 3.30 � Dépendance des Picards

On constate que les deux représentations ont des formes similaires. Bien qu'on ne puisse rien en conclure, des
chemins de régularisations totalement di�érents auraient néanmoins remis en doute la stabilité de la méthode.

Détermination de l'intensité de la pénalisation par validation croisée

En utilisant une 10-folds validation croisée (se référer à l'annexe 7 pour l'étude de sensibilité sur le nombre
de subdivisions) avec la déviance comme mesure de prédiction comme utilisée dans la section précédente, on
obtient les graphes suivants :
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Figure 3.31 � Détermination du paramètre λ de l'Elastic-net pour la dépendance des Parisiennes

Figure 3.32 � Détermination du paramètre λ de l'Elastic-net pour la dépendance des Picards

La pente de la déviance est forte jusqu'à log(λ) proche de -6. Dans cette partie, chaque variable ajoutée
au modèle tend à faire baisser sa déviance de façon signi�cative. Pour des λ plus faibles, l'ajout de variables
a peu d'in�uence sur la déviance. Les variables entrants dans le modèle ont donc a priori peu d'in�uence sur
la variable de sortie. En suivant le critère du λ qui s'écarte d'un écart type du λ minimum (la ligne pointillée
de droite sur le graphique), les modèles sélectionnés sur la base des Parisiennes et des Picards sont les suivants
(avec pour rappel les résultats obtenus dans le cadre de la sélection avec le critère AIC stepwise) :
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Table 3.1 � Comparaison des résultats obtenus entre les méthodes AIC et Elastic-net pour la
dépendance

Les variables les plus in�uentes obtenues avec la méthode AIC sont les facteurs de risque de l'alcool, du
tabac, de l'obésité et di�érents cancers. Ces mêmes variables ressortent également parmi les variables les plus
in�uentes pour la régression pénalisée mais l'intensité de celles-ci est plus faible que lors de la première étude.
Dans la partie 2, la modélisation impliquait qu'une Parisienne présentant le facteur de risque de l'alcool était 3.8
fois (resp 4.0 pour les Picards) plus susceptible d'être dépendante qu'un individu ne présentant pas ce facteur de
risque. Dans le cadre de l'étude avec la régression pénalisée, ce facteur redescend à 1.5 (resp 2.1 pour les Picards).
Par analogie avec la partie sur les données simulées, et en constatant que cette covariable est très corrélée aux
autres, on déduit que ce coe�cient est probablement sur-évalué dans le cas de la méthode de régression e�ectuée
dans la partie 2.
Les résultats obtenus grâce à la régression pénalisée ont ainsi l'avantage de prendre en compte les problèmes
liés à la corrélation entre variables et l'étape de sélection avec une relative simplicité de mise en ÷uvre et avec
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une grande rapidité d'exécution. La sélection et le paramétrage du modèle avec la méthode AIC mettait en e�et
24h à s'exécuter alors que la méthode pénalisée ne met que 15 minutes tout en prenant en compte les e�ets dûs
à la corrélation.

3.3.2 Modélisation de la démence sur les bases des Picards et des Parisiennes à

l'aide de la régression Elastic-net

La même méthodologie que celle appliquée à la modélisation de la dépendance physique est reprise ici. Les
variables sélectionnées par le modèle dans cette section pourrons être confrontées aux causes de l'apparition de la
démence établies dans la première partie de cette étude par l'intermédiaire des études issues de la communauté
médicale.

Détermination du paramètre alpha de l'Elastic-Net

En procédant de la même manière mais pour prédire la démence, les résultats obtenus sont exposés ci-
dessous :

Les graphiques suivants indiquent l'évolution du niveau de déviance des modèles de prédiction de la Démence
obtenus en faisant varier le paramètre α de l'Elastic net sur les populations parisiennes et picardes.

Figure 3.33 � Détermination du paramètre α de l'Elastic-net pour la démence des Parisiennes
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Figure 3.34 � Détermination du paramètre α de l'Elastic-net pour la démence des Picards

Nous choisissons un α de 0,6 pour paramétrer l'Elastic-net pour la démence puisque cette valeur du paramètre
minimise la déviance.

Nous rappelons l'expression de l'ensemble de solution lorsque la valeur de la constante de régularisation varie :
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Le chemin de régularisation ci-dessous représente l'ensemble des valeurs prises par chacun des coe�cients de
régression en fonction de la valeur du paramètre de régularisation λ.

Figure 3.35 � démence des Parisiennes
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Figure 3.36 � démence des Picards

Comme dans le cas de la dépendance physique, les chemins de régularisation ont des formes globalement
similaires entre les deux populations.

En utilisant une 10-folds validation croisée avec la déviance comme mesure de prédiction, nous obtenons les
graphes suivants :

Figure 3.37 � Détermination du paramètre α de l'Elastic-net pour la démence des Parisiennes
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Figure 3.38 � Détermination du paramètre α de l'Elastic-net pour la démence des Picards

L'évolution de la déviance en fonction de la pénalisation suscite les mêmes commentaires que pour la dépen-
dance physique. En e�et, on constate que la pente de la déviance est forte jusqu'à log(λ) proche de -5. Dans
cette partie, chaque variable ajoutée au modèle tend à faire baisser sa déviance de façon signi�cative. Pour des λ
plus faibles, l'ajout de variables a peu d'in�uence sur la déviance. Les variables entrant dans le modèle ont donc
a priori peu d'in�uence sur la variable de sortie. En suivant le critère du lambda qui s'écarte d'un écart type du
λ minimum (la ligne pointillée de droite sur le graphique), les modèles sélectionnés sur la base des Parisiennes et
des Picards sont les suivants (avec pour rappel les résultats obtenus dans le cadre de la sélection avec le critère
AIC stepwise :

Les covariables identi�ées comme causes d'apparition de la démence dans la première partie de ce travail sur
la base d'études reconnues du milieu médical apparaissent en gras. Les intensités attribuées à chaque cofacteurs
sont par ailleurs triées par ordre décroissant sur le périmètre de la démence des Parisiennes. On remarque que
toutes les causes identi�ées a priori ressortent en tête du classement.

Ceci con�rme que la sélection automatique avec une pénalisation Elastic-net est performante, et ce malgré
les fortes corrélations qu'il existe dans la base d'étude.

Nous comparons dans le tableau suivants, les seules covariables identi�ées dans la première partie comme causes
de démence selon le type de méthode employé et sur la base des Picards et des Parisiennes :
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Table 3.2 � Comparaison des résultats obtenus entre les méthodes AIC et Elastic-net pour la
démence

Table 3.3 � Comparaison sur le périmètre des covariables identi�ées comme à risque par la
profession médicale
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On constate que la sélection est meilleure avec les méthodes d'apprentissage qu'avec la méthode classique.
On remarque de plus que le poids du facteur de risque "Alcool" est beaucoup plus important avec la méthode
AIC qu'avec l'Elastic net. En e�et, par analogie avec l'analyse e�ectuée sur les jeux de données simulées, cette
covariable capte l'information de l'ensemble des variables qui lui sont corrélées, chose que l'Elastic net gère grâce
à la partie de la pénalisation de type Ridge qui pénalise la norme l2 des coe�cients de régression. On remarque
par ailleurs que sur la base des Picards la covariable "Parkinson" n'a pas été sélectionnée par l'Elastic-net alors
que celle-ci l'est sur la population Parisienne. Les études médicales indiquaient (cf chapitre 1) que le cas de
la démence parkinsonienne se déclarait en moyenne 10 à 15 ans après l'apparition de la maladie de Parkinson
qui se déclare à des âges moyens relativement avancés. De ce fait, il est possible que la population masculine
picarde, dont l'espérance de vie est moins importante que la population féminine parisienne capte moins bien
l'information qui la lie à la démence du fait du phénomène de censure droite probablement plus important.

Les résultats obtenus démontrent le rôle prépondérant de l'alcool sur l'apparition de la démence et de la
dépendance physique. Les graphiques suivants comparent les estimations issues des modèles de Cox sur les
populations parisiennes et picardes alcooliques et non alcooliques ainsi que les estimations issues de l'étude
Qalydays réalisés sur la France entière.

Table 3.4 � Comparaison des modèles prédictifs de Cox pour la Dépendance physique
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Table 3.5 � Comparaison des modèles prédictifs de Cox pour la Démence

Les populations alcooliques ressortent plus risquées que la population française de référence Qalydays et
les populations non alcooliques ressortent moins à risque ce qui semble cohérent. De plus, comme attendu, les
Picards ont des incidences plus importantes que les Parisiennes du fait de leurs di�érences de sexe, de niveau
de vie et d'accès aux soins comme évoqué dans la première partie.
L'avantage du paramétrage des lois par l'intermédiaire de l'Elastic-net est la grande souplesse et la grande
rapidité d'exécution et de sélection tout en gérant les problèmes de colinéarité particulièrement complexes
lorsque le nombre de variables est aussi important. Cette méthode permet d'industrialiser la modélisation à un
grand nombre de sous-populations avec une grande �exibilité et avec des résultats satisfaisants.
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Table 3.6 � Comparaison des modèles prédictifs de Cox pour la Dépendance physique

Table 3.7 � Comparaison des modèles prédictifs de Cox pour la Démence

En e�ectuant des tests de vraisemblance sur les modèles paramétrés par le biais du critère AIC et de l'Elastic-
net, on remarque que la qualité prédictive des modèles est globalement égale d'une méthode à l'autre alors que
le nombre de degrés de libertés est toujours plus faible pour la sélection Elastic-net. Les modèles de régression
pénalisée apparaissent donc comme aussi performant, plus parcimonieux et extrêmement plus rapides à être
exécutés (∼ 15 min vs 24h).
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Détermination et analyse d'interaction avec un LASSO

L'objet de ce paragraphe est de présenter rapidement la possibilité de détection d'interactions au moyen
d'une régression LASSO. Une interaction statistique entre deux variables explicatives apparaît lorsque l'e�et de
l'une d'entre elles sur la variable réponse dépend de la valeur de l'autre.

Dans le cas simple d'une régression linéaire à deux variables Y ∼ X1 +X2

Il y a interaction entre X1 et X2 si l'e�et marginal de X1 sur Y dépend de X2 :

∂(̂Y )

∂X1
= β1(X2)

En croisant certaines pathologies et en appliquant une méthode de sélection LASSO, il est ainsi possible de
détecter des interactions. Nous n'exhiberons ici qu'un exemple a�n d'illustrer la méthode :

Table 3.8 � Exemple de détection d'interactions

En croisant la covariable alcool (fdr_aud_all) avec certaines pathologies et en rajoutant ces interactions à
la liste initiale il est possible de détecter celles qui sont signi�catives, c'est à dire celles dont le LASSO n'a pas
�xé le coe�cient à 0.
En opérant ainsi sur quelques pathologies pour la sortie démence sur la base des Parisiennes, on remarque que
le terme d'interaction Alcool*AVC ischémique ressort avec un coe�cient de 0.83 alors que les deux pathologies
Alcool et AVC ischémique sont des facteurs aggravants en termes de démence (coe�cients égaux à 4,2 et 1,7
respectivement). En e�ectuant une rapide recherche, on apprend que "boire de façon modérée diminuerait
le risque d'AVC ischémique, causé par des caillots sanguins qui bloquent les artères cérébrales malades ou
endommagées." 3 Le LASSO apparait ainsi comme une méthode simple pour aider à détecter des interactions
non évidentes a priori. L'avis d'expert apparait tout de même fondamental pour valider ou invalider ce type
d'analyse.

3. https ://www.topsante.com/medecine/troubles-cardiovasculaires/avc/l'alcool-favorise-une-des-deux-formes-
d'avc-61445
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Conclusion

Avec l'explosion des dispositifs de santé connectés et du stockage massif de données, nul doute que les sec-
teurs de l'assurance santé et de la prévoyance vont connaitre une transformation dans les années à venir. Cette
transformation s'accompagne d'une expansion de l'utilisation de méthodes d'apprentissage particulièrement ap-
propriées dans un cadre de données abondantes. Ces travaux ont démontré, à travers l'application d'une forme
simple de méthode d'apprentissage, la grande �exibilité et la relative facilité de mise en ÷uvre d'une de ces
méthodes. En e�et, le processus de sélection de variables ainsi que la gestion des corrélations étant directement
inclus dans l'étape d'optimisation des paramètres, l'utilisation d'une pénalisation de type Elastic-net paramé-
trée via une technique d'apprentissage a permis l'obtention de résultats satisfaisant avec un temps d'exécution
extrêmement plus faible qu'avec une procédure traditionnelle fondée sur des calculs itératifs. En e�et, la quasi-
totalité des variables pré-identi�ées comme responsables de la démence par les études médicales citées dans la
première partie ont été sélectionnées par le modèle pénalisé par l'Elastic-net et paramétré grâce aux méthodes
d'apprentissage. D'autres méthodes comme les arbres de régression CART donnent de très bons résultats en
termes de sélection de variables pour ce type de problèmes mais ces méthodes sont plus complexes à mettre en
÷uvre, très chronophages et s'avèrent beaucoup moins souples. En e�et, la méthode CART ne permet pas de
générer un grand nombre de modèles de façon "industrielle" comme le permet la pénalisation Elastic-net.

Cependant, la nécessité de disposer de volumes de données importants représente une contrainte non négli-
geable pour l'utilisation des méthodes d'apprentissage. En e�et, malgré les techniques de ré-échantillonage
comme la validation croisée, l'étude montre que le volume d'informations disponibles conditionne fortement la
qualité de l'apprentissage. Par ailleurs, l'idée répendue selon laquelle le machine learning permet de s'a�ranchir
de l'intervention de l'homme est erronée. En e�et, le choix en amont du modèle, la phase préliminaire essentielle
de retraitement et de regroupement des variables ainsi que la phase de validation et d'analyse de la cohérence
des résultats sont impossibles sans l'expertise humaine. En e�et, il est clair à travers ces travaux que l'obtention
des résultats via les méthodes d'apprentissage n'aurait pas été possible sans l'expertise du docteur Schwarzinger
et toute la phase indispensable de traitements de la donnée brute pour obtenir une base de données exploitable.
En e�et cette expertise médicale a par exemple été nécessaire lors de la phase de regroupement de pathologies
parmi les quelques 14 000 existantes dans le code CIM-10 de l'OMS ou encore lors des choix d'exclusions de
l'étude, pour la gestion des troncatures gauches, des individus présentant certaines pathologies jugés comme
sévères. Le choix d'un modèle multiplicatif à risques concurrents, la validation des résultats �naux opérée à
partir d'étude médicales reconnues sont autant d'étapes qui démontrent que l'intervention humaine est omni-
présente dans ce type de travail statistique malgré l'utilisation de méthodes d'apprentissage. L'apport de ces
méthodes se situe au niveau de la sélection de variables, de la gestion des corrélations et de la possibilité de
répliquer facilement l'étude à d'autres populations. Les méthodes d'apprentissage apparaissent ainsi comme un
complément intéressant mais non comme un substitut aux méthodes traditionnelles.

Le choix pour cette étude d'un modèle relativement simple a entrainé l'application d'hypothèses simpli�ca-
trices comme la condition de proportionnalité des e�ets ou encore la censure simple. Pour aller plus loin il est
possible d'introduire un modèle à censures aléatoires en incluant le décès comme une cause de sortie aléatoire
ou encore de segmenter le temps en plusieurs intervalles pour prendre en compte le caractère non proportionnel
des e�ets en fonction du temps. L'introduction d'interactions entre variables pourrait également apporter des
résultats intéressants. Quelques exemples on été donnés pour lesquels les e�ets pris seuls avaient une in�uence
positive sur la probabilité d'entrer en dépendance alors que les mêmes e�ets combinés in�uaient en sens opposé.
Malgré ces simpli�cations, il a été démontré que la régression pénalisée o�rait des résultats satisfaisants pour
sélectionner des modèles cohérents sans avis d'expert dans un cadre complexe avec un grand nombre de variables
très corrélées.

Par ailleurs, la mise en lumière des e�ets des di�érentes pathologies ou facteur de risques sur la probabilité
d'entrer en dépendance peut aider les assureurs à a�ner les clauses d'exclusion de leurs contrats et améliorer
le processus de souscription par l'intermédiaire d'un questionnaire médicale plus �n. Ce type de produit étant
particulièrement di�cile à tarifer, une sélection rigoureuse est essentielle pour permettre aux assureurs d'amé-
liorer la qualité de leur portefeuille dont les ratios S/P sont pour l'heure souvent élevés. Les résultats obtenus
lors de cette étude mettent notamment en lumière la surexposition des personnes identi�ées comme alcooliques
en matière de dépendance physique ou cognitive.
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En�n, cette étude montre une fois de plus les conséquences ravageuses de la consommation d'alcool sur la santé
publique et nul doute que l'une des pistes de travail sur l'actuel dossier du �nancement de la dépendance par
les pouvoirs publics passera par une meilleure sensibilisation de la population aux risques qui découlent d'une
consommation excessive d'alcool.
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ANNEXES

Annexe 1 : Mise en évidence des facteurs de risque d'entrée en dépendance

Notion de prévalence et d'incidence

En épidémiologie, la prévalence est une mesure de l'état de santé d'une population, dénombrant
le nombre de cas de maladies à un instant donné ou sur une période donnée. Pour une a�ection don-
née, on calcule ainsi le taux de prévalence en rapportant à la population considérée, ce nombre de
cas de maladies présents dans cette population (source : https ://fr.wikipedia.org/wiki/Prévalence).
L'incidence ne tient compte que des nouveaux cas sur une période donnée, alors que la prévalence
s'appuie sur le nombre total de cas présents sur cette même période, c'est-à-dire ceux déjà présents
plus ceux incidents.
La prévalence est donc toujours supérieure à l'incidence.
A noter que si la prévalence est faible (P < 5 %), alors la relation entre incidence et prévalence sur
la même période est :

P = I ×D

avec P la prévalence, I l'incidence et D la durée moyenne de la maladie.

En cas d'épidémie il y a déstabilisation de l'incidence ; la prévalence peut alors évoluer très di�é-
remment, par exemple selon l'impact de la maladie sur le taux de mortalité.
Si la maladie a une in�uence très faible sur le taux de mortalité de la population, à la �n de
l'épidémie la prévalence déclinera lentement, la persistance de la maladie (temps nécessaire à la
disparition de son agent étiologique) sera importante et la guérison de la population sera longue
(schéma A).
Au contraire, si la maladie augmente de façon importante le taux de mortalité, la prévalence dé-
clinera plus rapidement dès la �n de l'épidémie, sa persistance sera moins longue et la guérison de
la population sera plus rapide (schéma B).

Figure 39 � Illustration des concepts de Prévalence et incidence (Wikipedia)

Le cas de la dépendance est particulier puisque il est irréversible. La notion de guérison n'a
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donc pas lieu d'être. Seul le décès est la cause de sortie possible de l'état.

Démence de type Alzheimer.

La démence touche 5 à 7% des personnes âgées de 60 ans et plus (Lancet). Plusieurs types de
démence existent. La plus connue et la plus rependue est la maladie d'Alzheimer, elle représente
environ 50 à 60% des causes de démence (Nyenhuis et coll., 1998). Cette pathologie a�ecte la
mémoire et induit donc inéluctablement la perte d'autonomie.

Le diabète, cause probable de l'apparition d'Alzheimer.

Xu.W and Al [2007] ((Diabetes. 2007 Jan ;56(1) :211-6.) établissent un lien entre le diabète et
le risque de contracter la maladie d'Alzheimer. Les auteurs ont en e�et étudié une cohorte de 1 173
personnes non diabétiques et non atteintes de démence et âgées d'au moins 75 ans. L'évolution des
patients a été analysée à 3 reprises et avec une fréquence de 3 ans. Les données ont été analysées
au moyen d'un modèle de Cox à hasard proportionnel. Durant les 9 années de suivis, 397 sujets
ont développés de la démence et parmi eux, 307 des cas de maladie d'Alzheimer. 47 sujets ont été
diagnostiqués diabétiques. Les cas de diabètes ont été associés à des ratios de Cox de 1.67 (IC à
95% 1,04 � 2.67) pour la démence et 1.77 (IC à 95% 1.06-2.97) pour la maladie d'Alzheimer. Ceci
signi�e que dans cette population, les personnes ayant présentées un diabète ont eu 77% de chance
en plus de contracter la maladie d'Alzheimer que les autres.
Cette étude, bien que fondée sur un échantillon assez faible établit un lien entre la présence de
diabète et l'occurrence de la maladie d'Alzheimer. L'étendue de l'intervalle de con�ance à 95% est
cependant très large du fait de la faiblesse de l'e�ectif et donc de la grande volatilité des estimateurs
obtenus. Cette étude apporte néanmoins des éléments quantitatifs qui pourront être confrontés aux
résultats obtenus avec les méthodes utilisées dans ce mémoire.

Démence de type vasculaire 4

Il existe également une forme de démence appelée démence vasculaire. On admet généralement
que celle-ci représente la seconde cause de démence dans les populations européennes et améri-
caines, après la démence dégénérative de type Alzheimer. Elle représente 10 à 20% des cas de
démence (Nyenhuis et coll., 1998). Cependant chez les sujets très âgés, ces proportions se modi�ent
considérablement. En e�et dans leur étude épidémiologique, Skoog et coll., trouvent une prévalence
discrètement plus élevée de démence vasculaire (46,9%) par rapport à la démence de type Alzheimer
(43,5%), cela dans une population de patients de 85 ans (Skoog et coll., 1993). A noter également
que même si les accidents vasculaires cérébraux sont plus fréquents chez l'homme, la prévalence de
la démence vasculaire est semblable pour les deux sexes. L'incidence de la démence vasculaire, est
estimée à 6-10 cas par an pour 1000 personnes de plus de 70 ans. L'incidence augmente avec l'âge
et il n'y a pas non plus, tout comme pour la prévalence, de di�érence entre les deux sexes (Hebert
et coll., 1995).

Le facteur de risque hypertension artérielle et cardiopathie causes probables de l'ap-

parition de la démence vasculaire.

Le facteur de risque le plus important pour la démence vasculaire est l'hypertension artérielle
(Skoog, 1994). Elle serait en e�et deux fois plus fréquente chez les patients atteints de démence
vasculaire que chez les sujets du même âge non-déments (Gold et coll., 1998). Au Japon, où la dé-
mence vasculaire a une incidence importante, une augmentation de la pression artérielle systolique
d'un écart-type, s'accompagne d'une augmentation de 60% de risque de survenue d'une démence
vasculaire, chez les sujets âgés de plus de 60 ans (Yoshitake et coll., 1995).
Par ailleurs, une hypertension artérielle a été retrouvée dans plus de 90% des cas de maladie de
Binswanger décrits dans la littérature (Babikian et coll., 1987).
D'autres facteurs liés au risque vasculaire tels que le diabète sucré, le tabac, la �brillation auri-
culaire et la présence d'une cardiopathie sont retrouvés avec une fréquence plus élevée chez les

4. issu de la Thèse Bachetta pour l'université de Médecine de Genève
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individus présentant une démence vasculaire que chez les sujets du même âge non-déments. Il est
possible que certains de ces facteurs comme l'hypertension et le diabète soient directement asso-
ciés à la démence vasculaire, alors que d'autres le soient indirectement : c'est le cas pour le tabac
et l'élévation du cholestérol, qui constituent des facteurs de risque pour les accidents vasculaires
cérébraux (AVC). Les AVC quant à eux, augmentent de façon considérable le risque de survenue
d'une démence. Ainsi, le risque serait multiplié par neuf dans l'année qui suit l'AVC (Kokmen et
coll., 1996).

Le facteur de risque "Alcool", cause majeure de l'apparition de la démence.

L'article Lancet Public Health 3 : e124�32 [Schwarzinger and al, 2018] établit un lien fort entre
l'apparition de la démence (au sens médical du CIM-10) et la consommation d'alcool.
Sur la base des données du PMSI, de l'ensemble des personnes admises à l'hôpital en France entre
2008 et 2013 (31 624 156 observations), les auteurs ont mis en évidence à travers l'utilisation d'un
modèle de Cox que le facteur de risque "Alcool" était prépondérant. Le tableau suivant issu de
cette étude présente les facteurs de risque majeurs et l'intensité de leurs coe�cients de Cox pour
les populations féminines et masculines sur le périmètre France entière

Figure 40 � Étude facteur démence (article Lancet Public Health 3 : e124�32 [Schwarzinger and
al, 2018])

Les coe�cients de Cox des facteurs de risque "Alcool" sont respectivement de 3.34 (IC 95% 3.28
� 3.41) pour les femmes et 3.36 (IC 95% 3.31 � 3.41) pour les hommes. On retrouve l'hypertension,
le diabète et le tabac, déjà évoqués dans les études cités dans les précédents paragraphes.
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Démence Parkinsonienne et démence à corps de Lewy. 5

La démence à corps de Lewy est une perte progressive de la fonction cognitive caractérisée par
le développement des corps de Lewy dans les cellules nerveuses. La démence de la maladie de
Parkinson est une perte progressive de la fonction cognitive caractérisée par le développement des
corps de Lewy chez les personnes atteintes de la maladie de Parkinson.

� Les personnes atteintes de démence à corps de Lewy �uctuent entre vigilance et somnolence
et peuvent avoir des di�cultés à dessiner, à se mouvoir et avoir des hallucinations qui sont
identiques à celles dues à la maladie de Parkinson.

� La démence de la maladie de Parkinson se développe habituellement 10 à 15 ans après l'ap-
parition d'autres symptômes de la maladie de Parkinson.

� Le diagnostic repose sur les symptômes.

� Des stratégies sont utilisées pour prolonger le fonctionnement aussi longtemps que possible,
et les médicaments utilisés pour traiter la maladie d'Alzheimer peuvent aider.

La démence à corps de Lewy est le troisième type de démence le plus fréquent. La démence à corps
de Lewy se développe chez des personnes de plus de 60 ans. L'âge moyen d'apparition de la maladie
de parkinson est 70 ans. 6

Environ 40 % des personnes atteintes de la maladie de Parkinson développent une démence de la
maladie de Parkinson.

L'épilepsie in�uence le pronostic de la démence. 7

� L'épilepsie et la démence sont deux pathologies fréquentes chez le sujet âgé. L'épilepsie in�uence
le pronostic de la démence : aggravation des troubles cognitifs, perte d'autonomie conduisant à
la mise en institution, augmentation de la mortalité et de la morbidité. De plus, les sujets âgés
atteints de démence sont plus vulnérables aux e�ets secondaires des médicaments antiépileptiques.
� 8

5. issue des travaux de Juebin Huang, MD, PhD, Assistant Professor, Department of Neurology, Memory Im-
pairment and Neurodegenerative Dementia (MIND) Center pour l'University of Mississippi Medical Center

6. https ://www.inserm.fr/information-en-sante/dossiers-information/parkinson-maladie
7. issue des travaux du Dr Caroline Hommet et Dr Marc Verny à travers l'ouvrage "Gériatrie et Psychologie

Neuropsychiatrie du Vieillissement"
8. https ://www.inserm.fr/information-en-sante/dossiers-information/epilepsie)
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Annexe 2 : Test du χ2

Table 9 � Test du χ2
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Annexe 3 : Simulation LASSO - Univers corrélé

Figure 41 � Chemin des β

Figure 42 � Évolution de la déviance du modèle en fonction de la pénalisation
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Figure 43 � Coe�cients obtenus pour la simulation initiale de référence
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Annexe 4 : Simulation Adaptative LASSO - Univers corrélé

Figure 44 � Chemin des β

Figure 45 � Évolution de la déviance du modèle en fonction de la pénalisation
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Figure 46 � Coe�cients obtenus
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Annexe 5 : Simulation Ridge - Univers corrélé

{β̂(λ) ∈ [0,+∞[ où β̂(λ) = argminβ
∏D
i

exp(βTZi)∑
j∈R(Ti)

exp(βTZj)
− λ.

∑p
j=1 β

2
j }

Figure 47 � Chemin des β
L'évolution de la déviance en fonction du paramètre de pénalisation et la valeur des coe�cients
obtenus pour la plus grande valeur de pénalisation éloignée d'un écart type de la pénalisation

minimale :

97



Figure 48 � Évolution de la déviance du modèle en fonction de la pénalisation

Figure 49 � Coe�cients obtenus pour la simulation Ridge
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Annexe 6 : Simulation Elastic Net - Univers corrélé

99



On remarque que pour une valeur de α proche de 0, on conserve l'avantage de la régression
Ridge pour les variables corrélées, tout en permettant de �xer des coe�cients à 0 et pouvoir ainsi
opérer une sélection de variables comme avec la pénalité LASSO.
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Figure 50 � Coe�cients obtenus pour la simulation Elastic-net
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Annexe 7 : Univers censuré

Univers censuré

Dans cette section nous faisons varier le taux de censure.

� Le nombre de covariables p est �xé à 100 ;

� Le nombre d'observations n est �xé à n = 10 000. ;

� Les taux de censure testés sont τ=70%, τ=30% et τ=0% ;

� Les covariables sont identiquement distribuées (Yi ∈ U [−1; 1]) et sont indépendantes deux à
deux ;

� La mesure de prédiction prise pour optimiser le paramètre de régression est la déviance. Une
mesure AUC dépendante du temps sera introduite pour mettre en évidence l'in�uence du
taux de censure sur la qualité de l'estimation ;

� Nous utilisons une 10-folds validation croisée comme méthode d'échantillonnage ;

Les graphes suivant montrent le chemin pris pour chaque coe�cient et l'évolution de la déviance
en fonction de la valeur du paramètre de régularisation λ pour la pénalisation LASSO avec des
taux de censure de τ=70%,τ=30% et τ=0% de gauche à droite :
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Les graphes et les valeurs des coe�cients précédents indiquent que plus le taux de censure
est important moins la qualité de la prédiction est bonne. Pour comparer la qualité de plusieurs
modèles dans le cadre de données dépendantes du temps censurées, il a été introduit au chapitre 3
la courbe ROC dépendante du temps. Celle-ci avait été dé�nie comme la probabilité que le score
d'un individu ayant connu la survenance à t soit supérieur à celui d'un individu dont l'événement
ne s'est pas encore produit à l'instant t.

Nous traçons ci-après les courbes AUC dépendantes du temps entre t = 0 et t = 30 pour la
simulation de référence.
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Par construction, les données censurées sont celles dont le temps simulé avant survenance est
supérieur au temps tcensure simulé par le biais d'une loi exponentielle dont le paramètre est choisi
de manière à faire correspondre le taux de censure global avec le taux de censure souhaité. Par
conséquent, plus le temps d'observation t est grand plus la probabilité que les données soient cen-
surées est élevé.
Les courbes indiquent, que plus le temps est grand, plus la courbe ROC tend vers la première
bissectrice (y=x) dont l'aire sous la courbe est 0.5. Autrement dit, vers l'estimateur dont la pro-
babilité que le score d'un individu ayant subi l'événement est égale à celui d'un individu ne l'ayant
pas subi, c'est à dire un estimateur purement aléatoire.
Ceci indique bien que plus les données sont censurées moins le modèle est performant.
Cependant, en observant la qualité du modèle (au sens de la mesure AUC) en chaque temps t et en
construisant la mesure consistant à intégrer entre [0; tmax] l'ensemble des valeurs des aires sous la
courbe ROC associée à chaque instant dt, nous pourrions donner une mesure de comparaison entre
di�érents modèles censurés. Néanmoins au vu de la complexité de mise en ÷uvre et étant donnée
que le calcul de la vraisemblance partielle (et donc de la déviance associée) permet de prendre en
compte le caractère censuré des données, la mesure de déviance a été utilisé comme mesure de
prédiction.
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Annexe 8 : Univers de petite, moyenne et grande dimension

Une étude a également été menée sur l'in�uence du nombre d'observations a�n d'étudier l'impact
de la dimension de la base sur la qualité des estimateurs. Les résultats théoriques introduits dans
la partie précédente sur l'évolution de l'erreur de prédiction en fonction de la taille des échantillons
seront confrontés, l'intérêt de la validation croisée sera mise en pratique.

� Le nombre de covariables p est �xé à 100 ;

� Les jeux de données comprendront des tailles comprises entre n = 100 (p ∼ n) et n=1 000
000 (p� n) ;

� Le taux de censure est �xé à τ=0% ;

� Les covariables sont identiquement distribuées (Yi ∈ U [−1; 1]) et indépendantes deux à deux ;

� La mesure de prédiction prise pour optimiser le paramètre de régression est la déviance ;

� Pour le choix des échantillons d'apprentissage et de test, di�érentes méthodes d'échantillon-
nage seront comparées : de la simple resubstitution (ou l'échantillon d'apprentissage et de
validation sont confondus)à la méthode de la k-folds validation croisée ;

Comme dans les parties précédentes, nous �xons le vecteur β de la façon suivante :

� les 20 premières covariables ont un poids de -0.5,

� les 20 suivantes un poids de -0.1,

� les 20 suivantes un poids nul,

� les 20 suivantes un poids de 0.1,

� les 20 dernières un poids de 0.5.

Les graphes suivants montrent le chemin pris pour chaque coe�cient et l'évolution de la déviance
en fonction de la valeur du paramètre de régularisation λ pour la pénalisation LASSO pour les
nombres de variables n = 100,n = 200,n = 300,n = 400,n = 500 et n = 600
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Lorsque le nombre de variables est égal au nombre d'observations, le chemin des coe�cients est
très mauvais, la procédure de sélection du paramètre par apprentissage est chaotique, le λ choisi
par la méthode rejette quasiment tous les coe�cients. Les résultats deviennent acceptables quand
le nombre de variables est supérieur à n = 500.

En appliquant la méthode AIC au même jeu de données de taille n = 500, on obtient les co-
e�cients suivants :
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Figure 51 � Coe�cients obtenus pour la simulation initiale de référence avec la méthode AIC

En termes de sélection, les deux méthodes sont équivalentes puisqu'elles sélectionnent 85 va-
riables dont 5 variables non-souhaitées.
En termes de justesse des coe�cients la méthode AIC est plus performante. En e�et, en calculant
la moyenne des erreurs quadratiques des deux ensembles de coe�cients, on obtient respectivement
3.5 ∗ 10−5 et 4.1 ∗ 10−3.
En terme de temps de calcul, la méthode AIC met 4min 40sec à s'exécuter alors que la méthode
LASSO prend 9, 1sec.

La méthode classique donne une fois de plus de meilleurs résultats que la régression pénalisée
lorsque la dimension de la base augmente mais impose des temps de calculs plus long (10sec pour
la régression pénalisée contre 2min pour la méthode AIC).

Pour mesurer l'in�uence de la méthode d'échantillonnage, 100 simulations sont e�ectuées et
l'erreur quadratique moyenne est calculée pour di�érentes valeurs du nombre de subdivisions k
de la validation croisée et pour di�érentes tailles d'échantillons. Les temps de calcul moyens sont
également renseignés pour chaque valeur de k.
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Figure 52 � Evolution de l'erreur en prédiction en fonction de la taille et de la technique
d'échantillonnage

Comme attendu, plus le nombre de subdivisions est élevé, plus l'estimation est juste. En e�et,
à tailles égales, plus le paramètre k est élevé, plus l'erreur est faible. De même, plus la base de
donnée est volumineuse, plus l'estimation est juste. On constate en e�et qu'à paramètres k égaux,
l'erreur de prédiction diminue à mesure que la taille de l'échantillon augmente.
On remarque par ailleurs que le choix de subdiviser la base totale en 10 sous échantillons semble
pertinent au regard du compromis entre les temps de calcul et la qualité d'ajustement. On remarque
également que plus la base est volumineuse, moins le nombre de subdivisions participe à améliorer
la justesse de la prédiction. Dans le cas ou n = 10000 on constate qu'au delà de 10 subdivisions,
la justesse d'ajustement semble constante. Le choix classique de subdiviser la validation croisée en
10 subdivisions semble adéquat.
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